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МАТРИЦЫ, ДЕЙСТВИЯ С МАТРИЦАМИ 

1. Основные понятия 

Определение. Матрицей размера m n  называется таблица, составленная 

из m·n чисел, расставленных в m строк и n столбцов.  

Числа, из которых составлена матрица, называются её элементами. Элемент 

матрицы, стоящий на пересечении строки с номером i и столбца j, обозначают 

ija . 

Для матриц употребляют одно из следующих обозначений: 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

, 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

, 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a

a a a

. 

Сокращенно матрицу обозначают ija  или одной большой буквой A , В , …. 

Если надо указать размер матрицы, пишут m nA . 

Например, размер матрицы 

1 5 6 10 125

58 6 9 4 0

5 3 33 4 7

А  – 3 5  (три строки и 

пять столбцов). Всего в этой матрицу 3 5 15   элементов. В частности, элемен-

тами являются числа 12 5a , 32 3a , 25 0a , 24 4a  и т.д. 

Определение. Матрица, у которой число строк равно числу столбцов 

m n , называется квадратной. 

В квадратной матрице 
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 элементы 11 22, , ..., nna a a  обра-

зуют главную диагональ, а элементы 1 11 2, , ...,n nna a a  побочную диагональ. 

Определение. Квадратная матрица, у которой все элементы, стоящие  

не на главной диагонали, равны нулю, называется диагональной: 
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Определение. Диагональная матрица, у которой все элементы главной диа-

гонали равны единице, называется единичной и обозначается буквой Е  или ,nЕ  

где n  – порядок единичной матрицы: 

1 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1

nE E . 

В частности, 2

1 0

0 1
E , 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

E . 

Определение. Матрица, у которой все элементы равны нулю, называется 

нулевой и обозначается буквой О. 

Определение. Если в матрице A  заменить каждую ее строку столбцом с тем 

же номером, то получится матрица, которая называется транспонированной 

по отношению к A  и обозначается ТA . 

Например, 

1 2
1 6 8

6 3 ,
2 3 1

8 1

TA A . 

Определение. Матрица-строка – это матрица размера 1 n . Она имеет вид 

1 11 12 1...n nA a a a . Например, 1 4 1 0 5 7A . 

Определение. Матрица-столбец – это матрица размера 1m :  

11

21
1

1

...m

m

a

a
A

a

. 

Например, 3 1

8

10

14

A . 

Определение. Две матрицы A  и  В  одинаковых размеров называются рав-

ными, если равны между собой все соответствующие элементы этих матриц, 

т.е. ij ijа b  для любых 1, 2, ..., ;  1, 2, ...,i m j n  . 
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2. Линейные операции над матрицами 

К линейным операциям над матрицами относятся операции сложения мат-

риц, вычитания матриц и умножения матрицы на число. 

Операция сложения выполняется только для матриц одинакового размера. 

Пусть даны две матрицы m nA   и m nB  .  

Определение. Суммой матриц A  и  В  называется матрица m nC   такая, что 

ij ij ijc a b  , 1, 2, ..., ; 1, 2, ...,i m j n  . Обозначается C A B  . 

Т.е. для сложения матриц нужно сложить соответствующие элементы. 

Пример. 
2 1 0

8 3 4
A

 
  

 
, 

2 4 3

7 0 4
B

 
  

 
. 

2 1 0 2 4 3 0 3 3

8 3 4 7 0 4 1 3 0
A B

      
        

      
. 

Определение. Произведением матрицы m nA   на число α называется матри-

ца m nB   такая, что ij ijb a , 1, 2, ..., ; 1, 2, ...,i m j n  . Обозначается B A .  

Т.е. для умножения матрицы на число нужно все элементы этой матрицы 

умножить на данное число. Значит, общий множитель всех элементов матрицы 

можно выносить за знак матрицы. 

Пример. 
2 1 0

8 3 4
A

 
  

 
, 5  . 

2 1 0 10 5 0
5 5

8 3 4 40 15 20
A А

    
        

    
. 

Матрицу  1 A  обозначим A  и назовём противоположной к A . 

Матрицу  A B   назовём разностью матриц A  и  В  и обозначим A B . 

Свойства линейных операций над матрицами 

( , ,A B C  – матрицы, ,   ) 

1. A B B A    (коммутативность); 

2.    A B C A B C      (ассоциативность); 

3. A O A  ; 

4.  A A O   ; 

5. 1 A A  ; 

6.    A A    (ассоциативность относительно умножения на число); 

7.  A B A B      (дистрибутивность); 

8.  A A A       (дистрибутивность). 
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3. Умножение матриц 

Определение. Матрица A  называется согласованной с матрицей В, если 

число столбцов матрицы A  равно числу строк матрицы В. 

Так, матрицы m nA   и n kB   согласованные. Заметим, что из согласованности 

матрицы A  с B  не следует согласованность В с A . 

Например, матрица 
2 1 0

8 3 4
A

 
  

 
 согласована с матрицей 

2 5 1 0

0 2 2 1

3 4 0 2

B

 
 

 
 
  

, т.к. число столбцов матрицы A  совпадает с числом строк 

матрицы B . Но если эти же матрицы рассмотреть в другом порядке, то согла-

сованности уже не будет, т.е. матрица B  не является согласованной с матрицей 

A  (матрица B  содержит четыре столбца, а матрица A  две строки). 

Определение. Произведением матрицы m nA   на матрицу n kB   называется 

матрица m kC   такая, что 
1

, 1,2,..., ; 1,2,...,
n

ij ip pj

p

c a b i m j k


   .  

Последняя формула означает, для вычисления элемента матрицы С, стояще-

го в i-ой строке и j-м столбце нужно элементы i-й строки матрицы A  умножить 

на соответствующие элементы j-го столбца матрицы В и все эти произведения 

сложить.  

Пример. 
2 1 0

8 3 4
A

 
  

 
, 

2 5 1 0

0 2 2 1

3 4 0 2

B

 
 

 
 
  

. 

Пусть  ijAB C с  . 

   11 2 2 1 0 0 3 4c           (элементы первой строки матрицы A , т.е. 2,  

–1 и 0, умножены на элементы первого столбца матрицы B , т.е. 2, 0 и –3, а за-

тем все эти произведения суммированы;    12 2 5 1 2 0 4 12c          ; 

   13 2 1 1 2 0 0 4c           ;  14 2 0 1 1 0 2 1c          ; 

   21 8 2 3 0 4 3 28c          ;    22 8 5 3 2 4 4 18c          ; 

   23 8 1 3 2 4 0 2c           ;  24 8 0 3 1 4 2 5c          . 

Таким образом,  

2 5 1 0
2 1 0

0 2 2 1
8 3 4

3 4 0 2

AB

 
  

       

4 12 4 1

28 18 2 5

  
 

  
. 
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Пример. 
3 1 0 2

6 2 0 4

 
 
 



1 2 7

0 3 0

1 7 9

3 0 6

 
 
 
 
 

 

 = 
9 9 9

18 18 18

 
 
 

. 

11c  = 3·1 + 1·0 + 0·1 + 2·3 = 9; 12c  = 3·2 + 1·3 + 0·7 + 2·0 = 9; 

13c  = 3·7 + 1·0 + 0·9 – 2·6 = 9; 21c  = 6·1 + 2·0 + 0·1 + 4·3 = 18; 

22c  = 6·2 + 2·3 + 0·7 + 4·0 = 18; 23c  = 6·7 + 2·0 + 0·9 – 4·6 = 18. 

Пример.  

3

5 , 2 5 4

2

A B

 
 

   
 
  

. 

 

3 6 15 12

5 2 5 4 10 25 20

2 4 10 8

AB

    
   

     
   
       

. 

          

3

2 5 4 5 2 3 5 5 4 2 11

2

BA

 
 

            
 
  

. 

Замечание. Если матрицу А можно умножить на матрицу В, то это не озна-

чает, что матрицу В можно умножить на матрицу А. Если все-таки произведе-

ние ВА существует, то возможно, что AВ ВА . 

Свойства операций умножения матриц и транспонирования 

( , ,A B C  – матрицы,  ) 

1)    AB C A BC  (ассоциативность); 

2)      AB A B A B     (ассоциативность); 

3)  A B C AC BC    (дистрибутивность); 

4)  A B C AB AC    (дистрибутивность); 

5) EA AE A  ; 

6)  
T

TA A ; 7)  
T T TAB B A ; 8)  

T T TA B A B   ; 9)  
T TB B  . 

Определение. Матрицы А и В называются перестановочными, если 

AB BA . 

Квадратные матрицы можно возводить в степень. Пусть k .  

Тогда ...k

k раз

A A A A    . По определению полагают, что 0A E . 

Если дан многочлен 1
1 1 0( ) ...n n

n nP x a x a x a x a
      и матрица А, то 

можно вычислить  P A  по формуле   1
1 1 0...n n

n nP A a A a A a A a E
     . 
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Контрольные вопросы 

1. Что такое матрица? Приведите примеры матриц. 

2. Как определяется размер матрицы? 

3. Какая матрица называется квадратной? диагональной? единичной? 

4. Является ли единичная матрица диагональной? 

5. Как производится операция транспонирования матрицы? 

6. Как производится операция сложения матриц? 

7. Как производится операция умножения матрицы на число? 

8. Какие матрицы могут быть перемножены и как получить произведение 

матриц? 

ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ МАТРИЦЫ, ЕГО СВОЙСТВА.  

ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. 

1. Понятие определителя матрицы 

Определитель n-го порядка – определитель квадратной матрицы 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
... ... ... ...

...

 
 


 
 
 

n

n

n n nn

a a a
a a a

A

a a a

 порядка n – это число, которое обозначается  

 
11 12 1

21 22 2

1 2

...

...
det det

... ... ... ...
...

    

n

n
ij

n n nn

a a a
a a a

A A a

a a a

. 

Общее определение этого понятия в данном пособии не приводится. Мы 

рассмотрим только методы нахождения определителей. Как именно находится 

определитель, рассмотрим сначала для 1n  , 2 и 3. Затем научимся определите-

ли более высоких порядков выражать через определители на порядок меньше. 

Определитель первого порядка равен  11 11det a a . 

Определитель второго порядка 
11 12

11 22 12 21
21 22

a a
a a a a

a a
  . 

Пример.  
3 5

3 4 5 1 12 5 17
1 4

       


. 

Определитель третьего порядка равен 

11 12 13

21 22 23 11 22 33 12 23 31

31 32 33

13 21 32 13 22 31 12 21 33 11 23 32

· · · ·

· · · · · · · ·

a a a

A a a a a a a a a a

a a a

a a a a a a a a a a a a

   

   

 

Для того, чтобы запомнить эту формулу, можно воспользоваться правилом, 

изображённым схематически на рис. 1. Справа от определителя приписаны 

первый и второй его столбцы. Элементы, обозначенные сплошными линиями, 
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входят в общую сумму с тем знаком, который получится, а элементы на пунк-

тирных линиях – с противоположным знаком. 

11 12 13 11 12

21 22 23 21 22

31 32 33 31 32

a a a a a

a a a a a

a a a a a

     

 

Рис. 1 

 

Пример.  

       

1 1 2 1 1

3 2 1 3 2 1·2·0 1 ·1·2 2·3· 2 2·2·2 1·1· 2 1 ·3·0 20

2 2 0 2 2

 

           

 

. 

2. Свойства определителей 

1. Определитель не меняется при транспонировании матрицы, т.е. 

det det TA A . 

Замечание. Из этого следует, что все свойства, справедливые для столбцов 

определителя, справедливы и для его строк. 

2. Если поменять местами два столбца (строки), то абсолютное значение оп-

ределителя не изменится, знак определителя поменяется на противоположный. 

11 12 13 12 11 13

21 22 23 22 21 23

31 32 33 32 31 33

.

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

   

3. Определитель равен нулю, если он 

1) содержит хотя бы один нулевой столбец (строку).  

2) содержит две одинаковые строки (столбца); 

3) содержит две строки (столбца) с пропорциональными элементами. 

4. Коэффициент, на который умножены все элементы некоторого столбца 

(строки), можно выносить за определитель, как множитель. 

Например, 

11 12 13 11 12 13

21 22 23 21 22 23

31 32 33 31 32 33

.

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a



 





  



 

6. Определитель произведения двух квадратных матриц равен произведению 

определителей этих матриц. 
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7. Определитель не изменится, если ко всем элементам некоторого столбца 

(строки) прибавить соответствующие элементы другого столбца (строки), ум-

ноженные на любое число. 

Например, 

11 12 13 11 12 13 11

21 22 23 21 22 23 21

31 32 33 31 32 33 31

.

a a a a a a ka

a a a a a a ka

a a a a a a ka



 



 

8. Определитель диагональной матрицы равен произведению элементов 

главной диагонали. 

3. Миноры и алгебраические дополнения 

Определение. Минором ijM  элемента ija  определителя n-го порядка назы-

вается определитель (n – 1)-го порядка, который получается после вычеркива-

ния из данного определителя i-й строки и j-го столбца, т.е. строки и столбца, на 

пересечении которых данный элемент расположен. 

Пример. Для матрицы 

2 1 3

5 0 6

1 2 2

 
 


 
   

А  минор элемента 12 1 a :  

   12

5 6
5 2 1 6 4

1 2
        
 

M . 

Определение. Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  определителя 

n-го порядка называется его минор если сумма i + j – четное число, и минор 

с противоположным знаком, если сумма i + j – нечетное число, т.е.  

ijA  =  1


 
i j

ijM . 

Пример. Алгебраическое дополнение элемента 12a  для матрицы из преды-

дущего примера: 

   
1 2

12 12 121 4 4


        A M M . 

Теорема Лапласа (разложение определителя по строке или столбцу). 
Определитель квадратной матрицы равен сумме произведений элементов про-

извольной строки (столбца) матрицы на алгебраические дополнения этих эле-

ментов: 

1 1 2 2det ...i i i i in inA a A a A a A    , 

где 1, 2, ...,i п , или 

1 1 2 2det ...j j j j nj njA a A a A a A    , 

где 1, 2, ...,j п . 

Например, для определителя третьего порядка 
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11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 = 1ia 1iA  + 2ia 2iA  + 3ia 3iA , (i =1, 2, 3) или 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

a a a

a a a

a a a

 = 1 ja 1 jA  + 2 ja 2 jA  + 3 ja 3 jA , (j =1, 2, 3). 

Пример. Вычислим определитель 

3 4 5

0 2 1

2 1 3

 разложением по первой строке: 

11A  =  
1 1

1


  11M  = + 
2 1

1 3
 = 6 – 1 = 5; 

12A  =  
1 2

1


  12M  = – 
0 1

2 3
 = – (0 – 2) = 2; 

13A  =  
1 3

1


  13M  = + 
0 2

2 1
 = 0 – 4 = –4. 

3 4 5

0 2 1

2 1 3

 = 11a 11A  + 12a 12A  + 13a 13A  = 3 5 – 4 2 + 5 (–4) = 3·5 + 4·2– 5·4= 3. 

Пример. Вычислим определитель 

1 3 5

2 1 4

2 0 1

  разложением по второму 

столбцу:  

 

1 3 5
2 4 1 5 1 5

2 1 4 3· 1 · 0·
2 1 2 1 2 4

2 0 1

            3· 6 1 · 9 0 27        . 

Свойство. Сумма произведений элементов некоторой строки (столбца) оп-

ределителя на алгебраические дополнения соответствующих элементов другой 

строки (столбца) этого же определителя равна нулю: 

1 21 2 22 2... 0i i in na A a A a A    , 

где 1, 2, ...,i п , или 

1 13 2 23 3... 0   j j nj na A a A a A , 

где 1, 2, ...,j п . 

При разложении определителя по элементам строки (столбца) удобнее взять 

ту строку (столбец), где больше всего нулевых элементов. Используя свойства 

определителей, можно получить строки (столбцы) только с одним ненулевым 
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элементом. Затем именно по этой строке или столбцу нужно разложить опреде-

литель. 

Пример. Вычислите определитель 

2 4 2 3

1 0 5 4

2 4 3 1

2 1 5 4

 







. 

Решение. Вычислим определитель разложением по второй строке. Но пред-

варительно получим в ней нули на месте чисел 5 и –4. Для этого к третьему 

столбцу прибавим первый столбец, умноженный на –5, а к четвёртому – пер-

вый, умноженный на 4. 

 

 

 

 

2 4 2 2 5 32 4 2 3 2 4 8 5

1 0 5 1 5 41 0 5 4 1 0 0 0

2 4 3 2 5 12 4 3 1 2 4 7 9

2 1 5 2 5 42 1 5 4 2 1 5 12

       

   
  

     

     

 

21 21 22 22 23 23 24 24    a A a A a A a A

 
2 1

22 23 24

4 8 5

1 1 4 7 9 0 0 0

1 5 12

A A A


 

           

 

4 8 5

4 7 9

1 5 12

 

   

 

 

(вынесем множители  1  из первого и второго столбцов) 



4 8 5

4 7 9 4·7·12 8·9·1

1 5 12

      4·5·5 1·7·5 4·5·9 4·8·12 91    . 

4. Обратная матрица 

Определение. Обратной к квадратной матрице А называется матрица В та-

кая, что AB BA E  , где Е – единичная матрица. 
 

Теорема (единственность обратной матрицы). Если у матрицы существу-

ет обратная, то она единственна. 

Доказательство. Предположим, что у матрицы А существует две различные 

обратные: В1 и В2.  

Вычислим произведение 1 2B AB . С одной стороны  

 1 2 1 2 2 2B AB B A B EB B   . 

С другой стороны,  1 2 1 2 1 1B AB B AB B E B   . Отсюда следует, что 1 2B B . 

Получили противоречие с нашим предположением. Значит, предположение не-

верно, и у матрицы не может быть две различные обратные. Что и требовалось 

доказать.  

Обозначим обратную матрицу через 1A . 
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Определение. Невырожденной (неособенной) матрицей называется квад-

ратная матрица, определитель которой не равен нулю. В противном случае 

матрица называется вырожденной (особенной). 

Пусть дана матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a a a

a a a
A

a a a

 
 

  
 
 
 

. 

Определение. Союзной (присоединенной) к матрице А называется матрица  

11 12 1

21 22 2*

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A A A

 
 
 
 
 
 

, 

где ijA  – алгебраическое дополнение элемента ija . 

Теорема (существование обратной матрицы). Для того, чтобы квадрат-

ная матрица А имела обратную, необходимо и достаточно, чтобы матрица А 

была невырожденной. 

Доказательство. Необходимость. Пусть матрица А имеет обратную А
–1

. То-

гда, по свойству определителя 1 1 1E A A A A      . Произведение двух 

сомножителей равно единице, значит, ни один из них не может быть нулевым. 

Т.е. 0A  . 

Достаточность. Вычислим произведение матриц А и  *
T

A : 

 *
T

A A 

11 12 1 11 12 1

21 22 2 21 22 2

1 2 1 2

... ...

... ...

... ... ... ... ... ... ... ...

... ...

T

n n

n n

n n nn n n nn

a a a A A A

a a a A A A

a a a A A A

  
  
  
  
  
  

. 

Все элементы, стоящие на главной диагонали равны сумме произведений 

элементов строки на их алгебраические дополнения, т.е. равны определителю 

матрица А. Элементы, стоящие не на главной диагонали, равны сумме произве-

дений элементов строки на алгебраические дополнения элементов другой стро-

ки, т.е. равны нулю.  

Получаем,  *
T

A A 

0 ... 0

0 ... 0

... ... ... ...

0 0 ...

A

A

A

 
 
 
 
 
 

. Значит,  *1 T
A A E

A
  . 
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Аналогично,  *1 T
A A E

A
  . Значит, обратная матрица существует и 

 1 *1 T
A A

A

  .  

Алгоритм нахождения обратной матрицы 

1. Найти определитель исходной матрицы. Если 0A  , то матрица A  вы-

рожденная и обратной матрицы 1A  не существует. Если 0A  , то матрица A  

невырожденная, и обратная матрица существует. 

2. Вычислить алгебраические дополнения элементов матрицы A  и составить 

из них присоединённую матрицу: 

11 12 1

21 22 2*

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

A A A

A A A
A

A A A

 
 
 
 
 
 

. 

3. Вычислить обратную матрицу по формуле  1 *1 T
A A

A

   , т.е транспо-

нировать присоединенную матрицу и умножить на число, обратное к определи-

телю матрицы A . 

4. Проверить правильность вычисления обратной матрицы 1A , исходя из ее 

определения: 1 1A A A A E     . 

Замечание. Если этот алгоритм применить к квадратной матрице второго 

порядка, то можно заметить простой способ нахождения матрицы  *
T

A  

для нее. А именно, если 11 12

21 22

a a
A

a a

 
  
 

, то   22 12*

21 11

T a a
A

a a

 
  

 
. 

Пример. Найти матрицу 1A , если 
2 5

1 0
A

 
  
 

. 

Решение.  2 0 1 5 5 0A        ,  * 0 5

1 2

T
A

 
  

 
,  

1

0 1
0 51

1 2
1 25

5 5

A
 

         
 

. 

Пример. Найти матрицу 1A , если 

1 4 3

2 2 3

4 4 1

A

 
 


 
 
 

. 
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Решение. A  = 

1 4 3

2 2 3 30 0

4 4 1

  ; 11A  = 1 1( 1)   11M  = + 
2 3

4 1
 = –10; 

12A  = 1 2( 1)   12M  = – 
2 3

4 1
 = 10; 13A  = 1 3( 1)   13M  = + 

2 2

4 4
 = 0; 

21A  = 2 1( 1)   21M = – 
4 3

4 1
 = 8; 22A  = 2 2( 1)   22M = + 

1 3

4 1
 = –11; 

23A  = 2 3( 1)   23M = – 
1 4

4 4
 = 12; 31A  = 3 1( 1)   31M  = + 

4 3

2 3
 = 6; 

32A  = 3 2( 1)   32M = – 
1 3

2 3
 = 3; 33A  = 3 3( 1)   33M  = + 

1 4

2 2
 = –6. 

1A  = 
1

A

11 12 13

21 22 23

31 32 33

T
A A A

A A A

A A A

 
 
 
 
 

 = 
1

30

10 10 0

8 11 12

6 3 6

T
 
 


 
  

 = 

1 4 1

3 15 5

1 11 1

3 30 10

2 1
0

5 5

 
 
 
 
 
 
  
 

. 

Проверка. A 1A  = 

1 4 3

2 2 3

4 4 1

 
 
 
 
 

·
1

30


10 8 6

10 11 3

0 12 6

 
 


 
  

 = 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

Е

 
 


 
 
 

. 

Рассмотрим три типа простейших матричных уравнений и их решение. 

Здесь А, В и С – известные матрицы, Х – неизвестная матрица, её требуется 

найти. 

1) AX B . Умножим обе части уравнения с левой стороны на матрицу, об-

ратную к А: 1 1A AX A B  . Т.к. 1A A E  , значит 1EX A B  и 1X A B . 

2) XA B . Решение этого уравнения 1X BA . 

3) AXB C . Решение этого уравнения 
1 1X A CB  . 

Пример. Решить матричное уравнение  

1 1 1

2 1 3 2 3 13

1 0 2

X

 
 
 
 
  

. 

Решение. Здесь  

1 1 1

2 1 3 , 2 3 13

1 0 2

 
 

 
 
  

A B . Тогда 1X BA . 
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Найдем обратную матрицу. 

1 1 1

2 1 3 2 0 3 1 0 4 4 0

1 0 2

A          



. 

11 12 13
1

21 22 23

31 32 33

2 2 2
1 1

7 3 1
4

1 1 1

T
A A A

A A A A
A

A A A



   
   

   
          

. 

Тогда      

2 2 2
1 1

2 3 13 7 3 1 4 8 12 1 2 3
4 4

1 1 1

X

 
 

         
     

. 

Контрольные вопросы 

1. Для каких матриц вычисляются определители? 

2. Как вычислить определитель квадратной матрицы первого (второго, 

третьего) порядка? Приведите примеры. 

3. Перечислите свойства определителей. 

4. Что такое минор элемента и алгебраическое дополнение элемента? 

5. Сформулируйте теорему о разложении определителя. 

6. Для какой матрицы можно найти обратную? 

7. Сколько у квадратной матрицы может существовать обратных матриц? 

8. Приведите алгоритм нахождения обратной матрицы для квадратной мат-

рицы произвольного порядка. 

9. Приведите алгоритм нахождения обратной матрицы для квадратной мат-

рицы второго порядка. 

10. Перечислите три типа простейших матричных уравнений и методы 

их решения. 

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1. Основные понятия 

Определение. Системой m линейных уравнений с n неизвестными называ-

ется совокупность линейных уравнений относительно одних и тех же неизвест-

ных. В общем виде такая система выглядит следующим образом: 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

. . . . . . . . . . . . . . . .,

... ,

n n

n n

m m mn n m

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

 

где  , 1,2,..., , 1,2,...,ij ia b i m j n   , ija  – коэффициенты при неизвестном jx  

в i-м уравнении, ib  – свободный член в этом уравнении (правая часть). 
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Определение. Матрица 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

, составленная из коэффи-

циентов при неизвестных, называется матрицей системы, а матрица 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A

a a a b

 
 
 
 
 
 

 называется расширенной матрицей системы. 

Введем матрицы-столбцы 

1 1

2 2
,

... ...

n m

x b

x b
X B

x b

   
   
    
   
   
   

. 

Тогда систему можно записать в матричном виде AX B . 

 

Определение. Решением системы называется упорядоченный набор чисел 

1 2, ,..., nc c c , таких, что после подстановки вместо 1 2, ,..., nx x x  соответствующих 

чисел, каждое из уравнений системы обращается в верное равенство.  

 

Определения. Система линейных алгебраических уравнений называется со-

вместной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если 

не имеет решений. Совместная система называется определенной, если она име-

ет единственное решение, и неопределенной, если имеет бесконечно много ре-

шений. 

Универсальным методом решения систем произвольного размера является 

метод Гаусса. Прежде чем перейти к изучению этого метода, рассмотрим два 

метода решения систем n линейных уравнений с n неизвестными, т.е. систем 

вида 

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

... ,

... ,

. . . . . . . . . . . . . . . .

...

n n

n n

n n nn n n

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

   


   


    

                                        (1) 

или в матричной форме AX B . 

Матрица A  такой системы является квадратной. Если 0A  , то система на-

зывается невырожденной. Если 0A  , то система называется вырожденной. 
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2. Матричный метод решения систем линейных уравнений 

Рассмотрим невырожденную систему вида (1). Т.к. 0A  , то существует 

обратная матрица 1A  и 1X A B . 

Пример. Решить систему матричным методом 

4 3 18,

2 2 3 15,

4 4 15.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

Решение. 

1 4 3

2 2 3

4 4 1

A

 
 


 
 
 

, 

x

X y

z

 
 


 
 
 

, 

18

15

15

B

 
 


 
 
 

. 

1

1 4 1

3 15 5
1 11 1

3 30 10
2 1

0
5 5

A

 
 
 
  
 
 

 
 

, тогда 
1

1 4 1

3 15 5 18 1
1 11 1

15 2
3 30 10

15 3
2 1

0
5 5

X A B

 
 

    
        
    
    

 
 

. 

3. Формулы Крамера 

Решая невырожденную систему вида (1) матричным методом, мы получили 

формулу 1X A B . Обозначим 0A   . Далее имеем  

11 12 1 1 11 1 21 2 1

21 22 2 2 12 1 22 2 2

1 2 1 1 2 2

... ...

... ...1 1

... ... ... ... ... ...

... ...

T

n n n

n n n

n n nn n n n nn n

A A A b A b A b A b

A A A b A b A b A b
X

A A A b A b A b A b

       
       

      
      
            

. 

Обозначим  

1 11 1 21 2 1... n nA b A b A b     , 

2 12 1 22 2 2... n nA b A b A b     , …, 

1 1 2 2 ...n n n nn nA b A b A b     . 

Эти выражения можно представить как определители матриц, полученных 

из матрицы А заменой столбцов №1, №2, …, №n соответственно на столбец 

правых частей уравнений системы. 

Получаем, 

1 1

2 21

... ...

n n

x

x
X

x

   
   

    
    
      

.  

Значит, решение системы (1) с 0A    можно найти по формулам:  
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1
1x





, 2
2x





, …, n
nx





. 

Эти формулы называются формулами Крамера. 

Пример. Решите систему по формулам Крамера 

4 3 18,

2 2 3 15,

4 4 15.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

Решение.   = 

1 4 3

2 2 3

4 4 1

 = 30 ≠ 0;  

1 x    = 

18 4 3

15 2 3

15 4 1

 = 30; x  = x


 = 

30

30
= 1; 

2 y    = 

1 18 3

2 15 3

4 15 1

 = 60; y  = 
y


 = 

60

30
 = 2; 

3 z    = 

1 4 18

2 2 15

4 4 15

 = 90; z  = z


 = 

90

30
= 3. 

4. Элементарные преобразования строк матрицы 

Определение. Элементарными преобразованиями над строками матрицы 

называются следующие действия: 

1) изменение порядка строк в матрице; 

2) умножение некоторой строки матрицы на число, отличное от нуля; 

3) прибавление к одной строке матрицы другой строки, умноженной 

на произвольное число. 

 

Определение. Матрица В, полученная из матрицы А с помощью последова-

тельности элементарных преобразований, называется эквивалентной А. 

Если элементарные преобразования, с помощью которых матрица 

В получена из матрицы А, проделать в обратном порядке, применив их 

к матрице В, то получится матрица А. Т.е. если В эквивалентна А, то и А экви-

валентна В.  

Будем говорить, что матрицы А и В эквивалентны и обозначать это A B . 

Пример. Дана матрица 

1 2 1 3

2 3 0 2

4 7 2 4

A

 
  
 

 

. 

Решение. Выполним ряд элементарных преобразований над строками мат-

рицы A : 



18 

1) ко второй строке прибавим первую, умноженную на  2 ; 

2) к третьей строке прибавим первую, умноженную на  4 . 

1 2 1 3 1 2 1 3

2 3 0 2 0 1 2 8

4 7 2 4 0 1 2 8

A

    
   

   
   
        

. 

Затем с полученной матрицей также выполним элементарное преобразова-

ние: к третьей строке прибавим вторую, умноженную на  1 .  

1 2 1 3 1 2 1 3

0 1 2 8 0 1 2 8

0 1 2 8 0 0 0 0

    
   

   
   
       

. 

5. Метод Гаусса 

Определение. Две системы линейных алгебраических уравнений от одних и 

тех же неизвестных называются равносильными, если множества их решений 

совпадают. 

Применение метода Гаусса основано на переходе от данной системы к рав-

носильной ей, но более простого вида. 

Процесс решения системы методом Гаусса состоит из двух этапов. Пер-

вый – исключение неизвестных. Вместо исключения неизвестных непосредст-

венно из уравнений системы, выполняются элементарные преобразования 

над строками расширенной матрицы системы с целью получения ступенчатой 

матрицы, эквивалентной исходной.  

Ступенчатой будем называть матрицу, обладающую свойством: количество 

нулевых элементов в начале каждой строки увеличивается с увеличением но-

мера строки.  

Теорема. Если расширенные матрицы двух систем линейных алгебраиче-

ских уравнений эквивалентны, то системы равносильны. 

Согласно теореме, система с полученной ступенчатой матрицей равносиль-

на исходной системе. Нулевые элементы полученной ступенчатой матрицы, ко-

торые являются также коэффициентами при неизвестных, и будут означать, что 

неизвестные исключены из уравнения.  

 

Для решения выписывается расширенная матрица системы. Для удобства 

дальнейших преобразований желательно получить в первой строке и первом 

столбце 1 или (–1) с помощью элементарных преобразований над строками. 

Например, перестановкой строк. Если нет ни одной строки, начинающейся с 1 

или (–1), то перестановка строк не даст нужного результата. Например, в мат-



19 

рице 

2 3 1 0

3 5 2 1

5 4 0 2

A

 
  
 
 

 можно получить единицу в первом столбце, если 

ко второй строке прибавить первую, умноженную на  1 : 

2 3 1 0 2 3 1 0

3 5 2 1 1 8 3 1

5 4 0 2 5 4 0 2

A

    
     
   
   

. 

Или можно к третьей строке прибавить вторую, умноженную на  2 : 

2 3 1 0 2 3 1 0

3 5 2 1 3 5 2 1

5 4 0 2 1 14 4 0

A

    
     
   

    

. 

После этого строку с (–1) в начале ставим на первое место. 

Далее первая строка, умноженная на соответствующие числа, прибавляется 

ко всем остальным строкам матрицы так, чтобы получились нули в первом 

столбце во всех строках, кроме первой. 

Затем вторая строка, умноженная на соответствующие числа, прибавляется 

ко всем расположенным ниже строкам. После этого количество нулей в начале 

третьей строки становится больше, чем в начале второй. Подобные преобразо-

вания продолжаются до приведения матрицы к ступенчатому виду.  

Если в процессе преобразований хотя бы одна из строк расширенной матри-

цы системы получилась вида (0 0 … 0 | b), b ≠ 0, то система решений не имеет. 

Переход к ступенчатой матрице называется прямым ходом метода Гаусса. 

По окончании этого этапа выписывается система, соответствующая полученной 

матрице. 

Если в этой системе число уравнений равно числу неизвестных, то система 

имеет единственное решение. 

Если число уравнений меньше числа неизвестных, то система имеет беско-

нечное множество решений. 

Второй этап решения системы – нахождение неизвестных – называется об-

ратным ходом метода Гаусса. Сначала находится значение одного неизвест-

ного из последнего уравнения. Если в нем было несколько неизвестных, то это 

означает, что одно из них (назовем его базисным) выражается через остальные 

(назовем их свободными). 

Затем найденное значение (или выражение) подставляется в предпоследнее 

уравнение и находится значение (или получается выражение) еще одного неиз-

вестного (базисного). Этот процесс продолжается до тех пор, пока не будет по-

лучено последнее неизвестное из первого уравнения системы.  

После этого производится проверка найденного решения подстановкой зна-

чений базисных неизвестных (или их выражений через свободные неизвестные) 

в исходную систему и выписывается ответ.  
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Пример. Решить систему 
3,

2 3 8.

x y

x y

 


 
  

Решение. Ко второй строке прибавляется первая, умноженная на (–2): 

1 1 3

2 3 8
A

 
  
 

 ~ 
1 1 3

0 1 2

 
 
 

. Получается ступенчатая матрица.  

Далее записывается система, соответствующая полученной матрице и нахо-

дятся значения неизвестных, начиная с у : 
3,

2;

x y

y

 



 

1,

2.

x

y





 Оба неизвестных 

являются базисными. 

Проверка. 
1 2 3, верно;

2 1 3 2 8, верно.

 


   
 

Ответ. (1, 2) 

Пример. Решить систему 

4 3 18,

2 2 3 15,

4 4 15.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

Решение. 

1 4 3 18

2 2 3 15

4 4 1 15

A

 
 


 
 
 

 ~ 

1 4 3 18

0 6 3 21

4 4 1 15

 
 

  
 
 
 

 ~ 

1 4 3 18

0 6 3 21

0 12 11 57

 
 

  
 
    

 ~ 

~ 

1 4 3 18

0 2 1 7

0 12 11 57

 
 
 
    

 ~ 

1 4 3 18

0 2 1 7

0 0 5 15

 
 
 
   

 ~ 

1 4 3 18

0 2 1 7

0 0 1 3

 
 
 
 
 

. 

1 шаг. Вторая строка получается как результат прибавления к ней первой 

строки, умноженной на (–2) (при этом исключается х  из второго уравнения). 

2 шаг. Третья строка получается как результат прибавления к ней первой 

строки, умноженной на (–4) (исключается х  из третьего уравнения). 

3 шаг. Вторая строка умножается на  1 3 . 

4 шаг. Третья строка получается как результат прибавления к ней второй 

строки, умноженной на 6 (исключается у  из третьего уравнения). 

5 шаг. Третья строка умножается на  1 5 . 

Расширенная матрица приведена к нужному виду. Далее записывается сис-

тема линейных уравнений, соответствующая полученной матрице и находятся 

значения всех неизвестных (все они являются базисными), начиная с z : 

4 3 18,

2 7,

3;

x y z

y z

z

  


 
 

                  

1,

2,

3.

x

y

z





 
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Проверка. 

1 4 2 3 3 18, верно;

2 1 2 2 3 3 15, верно;

4 1 4 2 3 15, верно.

    


     
     

 

Ответ. (1; 2; 3). 

Пример. Решите систему 

6,

2 2 3 15,

2 9.

x y z

x y z

x y z

  


  
   

 

Решение. 

1 1 1 6

2 2 3 15

1 1 2 9

A

 
 


 
 
 

 ~ 

1 1 1 6

0 0 1 3

1 1 2 9

 
 
 
 
 

 ~ 

1 1 1 6

0 0 1 3

0 0 1 3

 
 
 
 
 

 ~ 

1 1 1 6

0 0 1 3

0 0 0 0

 
 
 
 
 

. 

1 шаг. Вторая строка получается как результат прибавления к ней первой 

строки, умноженной на (–2) (исключаются х  и у  из второго уравнения). 

2 шаг. Третья строка получается как результат прибавления к ней первой 

строки, умноженной на (–1) (исключаются  х  и у  из третьего уравнения). 

3 шаг. Третья строка получается как результат прибавления к ней второй 

строки, умноженной на (–1) (исключается z  из третьего уравнения). 

Расширенная матрица приведена к ступенчатому виду. Далее записывается 

система, соответствующая полученной матрице: 

6,

3,

x y z

z

  



 

и находится значение переменной z  из последнего уравнения.  

После подстановки этого значения в первое уравнение получается уравне-

ние 3x y  , в котором осталось две неизвестных переменных. Для получения 

общего решения этой системы, следует одну из них (базисную) выразить через 

другую (свободную). Например, 3x у  . Свободная переменная принимает 

все действительные значения. Итак, получается 

любое число,

3 ,

3.

y

x y

z




 
 

 

Проверка. 

 

 

 

3 3 6, верно;

2 3 2 3 3 15, верно;

3 2 3 9, верно.

у y

у y

у y

   


     
     

 

Ответ.  3 ; ; 3 ,у у y  . 

Пример. Решите систему 

6,

2 2 2 9,

3 3 12.

x y z

x y z

x y z

  


  
   
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Решение. 

1 1 1 6

2 2 2 9

3 3 1 12

A

 
 


 
 
 

 ~ 

1 1 1 6

0 0 0 3

3 4 1 12

 
 


 
 
 

. 

Вторая строка получается как результат прибавления к ней первой строки, 

умноженной на (–2). 

Полученной второй строке расширенной матрицы соответствует противоре-

чивое уравнение 0 0 0 3x y z       , которое не выполняется ни при каких 

значениях неизвестных. 

Ответ. Система несовместна. 

Пример. Решить систему 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 2,

3 4 3 0,

3 2.

x x x

x x x

x x x

  


  
    

 

Решение. Расширенная матрица имеет вид: 

1 2 3 2

3 4 3 0

1 3 1 2

A

 
 


 
   

. 

Первая строка, умноженная на (–3), прибавляется ко второй; и умноженная 

на (–1), прибавляется к третьей: 

1 2 3 2

0 2 6 6

0 1 4 4

 
 

  
 
   

. 

Вторая строка умножается на  1
2

 : 

1 2 3 2

0 1 3 3

0 1 4 4

 
 
 
   

. 

Вторая строка, умноженная на (–1), прибавляется к третьей: 

1 2 3 2

0 1 3 3

0 0 7 7

 
 
 
   

.  

Третья строка умножается на  1
7

 : 

1 2 3 2

0 1 3 3

0 0 1 1

 
 
 
 
 

. 

Полученной ступенчатой матрице соответствует система 

1 2 3

2 3

3

2 3 2,

3 3,

1.

x x x

x x

x

  


 
 

 

Прямой ход преобразования матрицы окончен. Обратный ход: 3 1x  , 

2 33 3x x   1 2 33 3 0, 2 2 3 2 0 3 1x x x          . 
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Проверка.  

1 2 0 3 1 2, верно;

3 1 4 0 3 1 0, верно;

1 3 0 1 2, верно.

     

      

     

 

Ответ. (–1; 0; 1). 

Пример. Решить систему 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 0,

5 2 4,

5 4 4,

4 7 7 8.

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

   


   


    
     

 

Решение. Выписывается расширенная матрица системы, и выполняются 

элементарные преобразования: 1) первая строка, умноженная на (–1), прибавля-

ется ко всем остальным строкам; 2) вторая строка прибавляется к третьей и, 

умноженная на 2, к четвертой. 

1 2 3 1 0

1 5 1 2 4

1 1 5 4 4

1 4 7 7 8

A

 
 

  
   

    

 

1 2 3 1 0

0 3 2 3 4

0 3 2 3 4

0 6 4 6 8

 
 
 

   
    

 

1 2 3 1 0

0 3 2 3 4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

 
 
 
 
 
 

. 

Последняя матрица соответствует системе: 
1 2 3 4

2 3 4

2 3 0,

3 2 3 4.

x x x x

x x x

   


  
 

Из второго уравнения выражается 2x  (базисная переменная) через 3x  и 4x  

(свободные переменные): 3 4
2

4 2 3

3

x x
x

 
 . 

Затем подставляется это выражение в первое уравнение и выражается 1x  

(базисная переменная) через 3x  и 4x :  

 1 3 4 3 4

2
4 2 3 3

3
x x x x x       3 4

8 13
3

3 3
x x   . 

Проверка.  

3 4
3 4 3 4

3 4
3 4 3 4

3 4
3 4 3 4

3 4
3 4 3 4

4 2 38 13
3 2 3 0, верно;

3 3 3

4 2 38 13
3 5 2 4, верно;

3 3 3

4 2 38 13
3 5 4 4, верно;

3 3 3

4 2 38 13
3 4 7 7 8, верно.

3 3 3

x x
x x x x

x x
x x x x

x x
x x x x

x x
x x x x

  
        
 

            


  
        
 

  
         
 









 

Ответ. 3 4 3 4 3 4 3 4

8 13 4 2
3 ; ; ; , ,

3 3 3 3
x x x x x x x x

 
      
 

. 
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6. Однородные системы 

Определение. Система линейных уравнений называется однородной, если 

во всех ее уравнениях свободные члены равны нулю.  

В общем случае однородная система (или система однородных уравнений) 

имеет вид 

11 1 12 2 1

21 1 22 2 2

1 1 2 2

... 0,

... 0,

. . . . . . . . . . . . . . . .,

... 0,

n n

n n

m m mn n

a x a x a x

a x a x a x

a x a x a x

   


   


    

                        (2) 

Однородная система уравнений всегда совместна. Действительно, набор 

значений неизвестных  0  1, 2, ...,ix i n   удовлетворяет всем уравнениям сис-

темы. Это решение однородной системы называется нулевым, или тривиаль-

ным. 

Если число уравнений однородной системы меньше числа ее неизвестных, 

то эта система имеет еще и ненулевые решения. 

Если в однородной системе число уравнений равно числу неизвестных, то 

она имеет ненулевое решение тогда и только тогда, когда определитель матри-

цы системы равен нулю. 

Несмотря на эти особенности однородных систем, решать их можно мето-

дом Гаусса. Элементарные преобразования можно делать над строками матри-

цы системы, не приписывая столбец правых частей, т.к. он состоит только 

из нулей и при преобразовании строк не будет изменяться. 

Контрольные вопросы 

1. Что называется системой линейных уравнений? 

2. Как составляется матрица системы и расширенная матрица системы? 

3. Что называется решением системы линейных уравнений? 

4. Сколько решений может иметь система линейных уравнений? 

5. Опишите процесс нахождения решений системы матричным методом. 

6. Опишите процесс нахождения решений системы по формулам Крамера. 

7. Опишите процесс нахождения решений системы методом Гаусса. 

8. Какой особенностью обладает однородная система линейных уравнений? 

ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

1. Основные понятия 

Рассмотрим две точки A и B и отрезок, их соединяющий. На этом отрезке 

определим направление от точки A к точке B (рис. 2). Отрезок с введенным на-

правлением будем называть направленным отрезком. 

Определение. Вектором называется направленный отрезок. 
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Точка A называется началом вектора, B – концом. Поэтому 

удобно обозначать АВ  или АВ . 

Определение. Длиной или модулем вектора АВ  называет-

ся длина отрезка AB. 

Обозначается АВ .  

Если точки A и B совпадают, то вектор АВ АА  называется нулевым векто-

ром и обозначается 0 . Длина нулевого вектора равна нулю, а направление 

можно считать произвольным.  

Вектор, длина которого равна единице, называется единичным вектором 

или ортом. 

Два вектора называются коллинеарными, если они лежат на одной прямой 

или на параллельных прямых. Коллинеарные векторы могут быть направлены 

одинаково или противоположно. Если вектор АВ  коллинеарен вектору CD , то 

записывают АВ CD . 

Два вектора называются равными, если они коллинеарны, их длины равны и 

направления совпадают. Из этого определения следует, что при параллельном 

переносе вектора получается вектор, равный исходному. Множество равных 

векторов вполне определяется одним своим представителем, который можно 

обозначить а . Начальная точка вектора а  может быть любой точкой простран-

ства. 

Для того, чтобы определить вектор а , надо задать прямую, которой он па-

раллелен (несущую прямую), направление на этой прямой и 

длину вектора. Эти три геометрические характеристики од-

нозначно определяют вектор а . Заданием одной из этих ха-

рактеристик вектор не определяется. 

Пример. Пусть точки A, B, C, D – вершины квадрата 

ABCD (рис. 3). 

Векторы АВ  и DC  равны, а ВС  

и DА не равны, хотя все эти векто-

ры имеют равные модули. 

Определение. Векторы называются компланарными, 

если они лежат на одной или на параллельных плоско-

стях. 

Отметим, что любые два вектора компланарны. Сле-

довательно, и коллинеарные векторы компланарны, но 

компланарные векторы могут быть неколлинеарными. 

Пример. Дана призма ABCA1B1C1 (рис. 4). Векторы 

1 1
В А , 1 1

С В  и АС  являются примером компланарных 

векторов, а векторы АC , СВ , 1BB  не являются ком-

планарными. 

А

В

Рис. 2 

A

B C

D

Рис. 3 

Рис. 4 

A

B

C

1C

1B

1A
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2. Действия над векторами 

Определение. Суммой векторов 1 2, ,..., nа а а  называется вектор, начало ко-

торого совпадает с началом вектора 1а , а конец с концом вектора nа  

при условии, что начало каждого последующего вектора совпадает с концом 

предыдущего.  

Сумма векторов обозначается так: 1 2 ... nа а а   . 

Правило сложения векторов называется правилом многоугольника. 

На рис. 5 изображена сумма четырех векторов. 

 

 

 

 

 

 

 

 

В частности при сложении двух векторов мы получаем правило треугольни-

ка (рис. 6). 

 

 

 

 

 

 

 

Из правила треугольника вытекает правило параллелограмма: а b  есть 

диагональ параллелограмма, построенного на векторах а  и b , приведенных 

к общему началу (рис. 7). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Операция сложения векторов обладает следующими свойствами: 

1. Сумма векторов коммутативна: а b b а   . 

2. Сумма векторов ассоциативна:    а b с а b с     . 

a b

a b

Рис. 6 

1a

1 2 3 4a a a a  

Рис. 5 

2a
3a

4a

b

a

Рис. 7 

a b
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Определение. Разностью векторов а  и b  называется вектор, который 

в сумме с вектором b  дает а . Обозначается а b . 

Для построения вектора с , равного разности векторов а  

и b , надо поступить следующим образом: векторы а  и b  

отложить от одной точки и соединить их концы. Тогда нача-

ло вектора с а b   будет совпадать с концом вектора b , 

а конец вектора с  – с концом вектора а  (рис. 8). 

Вектор 0 а  назовем противоположным к вектору а  и 

обозначим а . 

 

Определение. Произведением вектора а  на число   назовем вектор, кол-

линеарный а , длина которого равна а  ; направление совпадает 

с направлением а , если 0  , и противоположно а , если 0  . 

Обозначается а . На рис. 9 изображены векторы а , 
1

2
а  и 2а . 

 

 

 

 

 

 

 

 

В определении произведения вектора на число перечисляются три характе-

ристики нового вектора: несущая прямая (та же, что у вектора а ), направление, 

длина. 

Если 0  , то 0а  , поэтому 0 0а  .  

Вектор 
0 1

а а
а

   имеет единичную длину. Такой вектор называется ортом 

вектора а . 

Операция произведения вектора на число обладает следующими свойства-

ми: 

1.    а а а             . 

2.  а b а b        . 

3.   а а а         . 

4.  1 а а    . 

5. 1 а а  . 

b

a

Рис. 8 

a b

1

2
а

а

2а

Рис. 9 
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3. Базисы систем векторов. Декартов базис 

В одной из предыдущих лекций мы уже вводили понятие базиса в линейном 

пространстве. Введем обозначения: 1V  – множество векторов, параллельных 

данной прямой, 2V  – множество векторов, параллельных данной плоскости, 3V  

– множество всех векторов пространства. 

Эти три множества с введенными выше операциями сложения векторов и 

умножения вектора на число являются линейными пространствами. Выясним 

далее, что является базисами в этих пространствах. 

Вспомним, что система линейно независимых элементов линейного про-

странства называется базисом, если любой элемент этого пространства можно 

представить в виде линейной комбинации элементов данной системы. 

1) Базисом в пространстве 1V  является один ненулевой вектор. 

Пусть 0а  . Система из одного ненулевого вектора линейно независима. 

Это было доказано ранее. 

Возьмем произвольный вектор 1b V . Докажем, что вектор b  можно пред-

ставить в виде b a .  

Пусть векторы а  и b  направлены в одну сторону, тогда возьмем 
b

a
  , 

т.е. 
b

b a
a

 . Это равенство следует из того, что векторы b  и 
b

a
a

 направлены 

в одну сторону (по определению произведения вектора на число) и их длины 

равны: 
b b

a a b
a a

  . 

Пусть векторы а  и b  направлены в противоположные стороны, тогда возь-

мем 
b

a
   , т.е. 

b
b a

a
  . Это верно, т.к. векторы b  и 

b
a

a
  направлены 

в одну сторону, а их длины равны: 
b b

a a b
a a

   . 

Докажем, что представление b a  единственно. Предположим, что суще-

ствует два различных числа 1 2   такие, что 1b a  и 2b a . Тогда 

 1 2 1 20 b b a a a         . Т.к. 0а  , значит, 1 2 0   , т.е. 1 2  . 

Это противоречит предположению о существовании двух различных чисел 1  и 

2 . Это предположение не верно, и представление b a  единственно. 
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Равенство b a  называется разложением вектора b  по базису a , число  

 – координатой вектора b  в базисе a . 

Замечание. Из доказанного следует, что если два вектора коллинеарны, то 

один из них можно представить как некоторое число, умноженное на другой. 

2) Базисом в пространстве 2V  является пара неколлинеарных векторов. 

Пусть векторы а  и b  неколлинеарны и 2с V . Отложим эти три вектора 

от одной точки О  (рис. 10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Проведем через точку О  и через конец вектора с  прямые, параллельные 

векторам а  и b . Точки А  и В  обозначены на рисунке. По правилу параллело-

грамма с ОА ОВ  . А по замечанию в предыдущем пункте, ОА ха  и 

ОВ уb , х  и у  – некоторые числа. Тогда с ха уb  . 

Последнее равенство называется разложением вектора с  по базису ,а b . 

Числа х  и у  – координаты вектора с  в базисе ,а b . 

Докажем, что разложение вектора по базису единственно. Пусть существует 

два различных разложения: 1 1с х а у b   и 2 2с х а у b  , отличающиеся хотя 

бы одним коэффициентом при базисных векторах. 

Тогда        1 1 2 2 1 2 1 20 с с х а у b х а у b х х а у у b          . Отсюда 

следует, что    1 2 1 2х х а у у b    и 1 2

1 2

у у
а b

х х





, если 1 2х х , или 

1 2

1 2

х х
b а

у у





, если 1 2у у . Это означает, что векторы а  и b  коллинеарны, что 

противоречит нашему предположению. Значит, представление с ха уb   

единственно. 

3) Базисом в пространстве 3V  является тройка некомпланарных векторов. 

Это утверждение оставим без доказательства. 

Пусть векторы а , b  и с  некомпланарны и 3m V . Тогда вектор m  можно 

представить в виде m ха уb zс   . Последнее равенство называется разложе-

b

a

Рис. 10 

с

В

А

О
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нием вектора m  по базису , ,а b с . Числа х , у  и z  – координаты вектора m  

в базисе , ,а b с . Это записывается следующим образом:  ; ;m х у z . 

Пусть два вектора заданы разложением по некоторому базису: 

m m mm х а у b z с    и n n nn х а у b z с   . Тогда 

     m n m n m nm n х х а у у b z z с       , 

     m m mm х а у b z с      . 

Т.е. координаты суммы векторов равны суммам соответствующих коорди-

нат слагаемых, а координаты произведения вектора на число равны произведе-

нию соответствующих координат вектора на это число. 

Декартов базис на плоскости ,i j  – это пара взаимно перпендикулярных 

единичных вектора (рис. 11). Декартов базис в пространстве , ,i j k  – это трой-

ка попарно перпендикулярных единичных векторов (рис. 12). 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Условие коллинеарности векторов 

В предыдущем пункте доказано, что если два вектора коллинеарны, то один 

из них можно представить как некоторое число, умноженное на другой. С дру-

гой стороны, по определению произведения вектора на число, если вектор ум-

ножить на число, то получим коллинеарный вектор. Таким образом, два векто-

ра коллинеарны тогда и только тогда, когда один из них можно выразить через 

другой. 

Пусть два ненулевых коллинеарных вектора заданы своими координатами 

в некотором базисе:  ; ;a a aа x y z  и  ; ;b b bb x y z . Тогда существует такое 

число  , что  ; ;b b bа b x y z     . Т.к. разложение вектора по базису 

единственно, то , ,а b а b а bx x y y z z     .  

Если ни одна из координат вектора b  не равна нулю, то а а а

b b b

x y z

x y z
    , 

т.е. для того, чтобы векторы были коллинеарны, их координаты должны быть 

пропорциональны. 

Если какая-то координата одного из двух коллинеарных векторов равна ну-

лю, то соответствующая координата другого вектора также должна быть равна 

нулю. 

i

j

Рис. 11 

i

j

Рис. 12 

k
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Пример. Колиинеарными являются следующие пары векторов: 

1)  1; 2; 5 а  и  3; 6; 15 b , т.к. 3b a ; 

2)  1; 2; 5 а  и  2; 4; 10  b , т.к. 2 b a ; 

3)  1; 2; 5 а  и  0; 0; 0b , т.к. 0 b a ; 

4)  5; 0; 30а  и  1; 0; 6  b , т.к. 
1

5
 b a ; 

5)  0; 0; 5а  и  0; 0; 3b , т.к. 
3

5
b a . 

5. Скалярное произведение векторов 

Под углом между двумя векторами   будем понимать наименьший из двух 

положительных углов, на которые нужно повернуть один вектор до совпадения 

его направления с направлением второго, при условии, что оба вектора приве-

дены к общему началу (рис. 13). Обозначается  ,а b .  

 

 

 

 

Рис.13 

 

Определение. Скалярным произведением векторов а  и b  назовем число, 

равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними. 

Обозначается скалярное произведение символами  ,а b , а b  или аb . 

По определению  cos , а b а b а b . 

Приведем основные свойства скалярного произведения: 

1. Скалярное произведение коммутативно: а b b а   . 

Доказательство.    cos , cos ,    а b а b а b b а b а b а . 

2. Числовой множитель можно выносить за знак скалярного произведения: 

     а b а b а b       . 

3. Скалярное произведение дистрибутивно:  а b c а c b c      . 

4. Скалярный квадрат вектора 
2a а а   неотрицателен. Скалярный квадрат 

равен нулю тогда и только тогда, когда вектор нулевой: 2 0 0a a   . 

Доказательство. 1) Т.к. cos0 1 , то 
22 cos0 0a а а а а а     . 

2) 
22 0 0 0 0a a a a       . 

5. Скалярное произведение векторов равно нулю тогда и только тогда, когда 

векторы ортогональны (перпендикулярны). 

а

b
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Доказательство. Если векторы а  и b  ортогональны, то  

 cos , cos90 0 а b  и cos90 0 0а b а b а b     . 

Если 0а b  , то или один из векторов является нулевым и его можно счи-

тать ортогональным другому или  cos , 0а b , т.е.  , 90а b . 

Теорема (вычисление скалярного произведения в координатах). 

Пусть в декартовом базисе даны два вектора: a a aа x i y j z k    и 

b b bb x i y j z k   . Тогда a b a b a bа b x x y y z z    . 

Доказательство. Т.к. , ,i j k  – единичные векторы, то 
2 1i  , 

2 1j  , 2 1k  , 

а т.к. эти векторы взаимно перпендикулярны, то 0i j i k j k      . 

Тогда  

  a a a b b bа b x i y j z k x i y j z k        

2 2
a b a b a b a b a b a b a bx x i x у i j x z i k y x j i y y j y z j k z x k i            

2
a b a b a b a b a bz y k j z z k х х у у z z      . 

Теорема доказана. 

В доказательстве свойства 4 выведена формула 
22a а . Из нее следует, что 

2а a . Пусть a a aа x i y j z k   . Применим формулу для вычисления ска-

лярного произведения в координатах: 

2 2 2 2
a a aа a х y z    . 

Получили формулу для вычисления длины вектора в координатах. 

Косинус угла между векторами можно вычислить по формуле 

 cos ,
а b

а b
а b


 . А если векторы заданы разложением по декартову базису 

a a aа x i y j z k    и b b bb x i y j z k   , то  

 
2 2 2 2 2 2

cos , a b a b a b

a a a b b b

х х у у z z
а b

х y z х y z

 


   
. 

Пусть на плоскости задана декартова прямо-

угольная система координат Оxy , а также декар-

тов базис ,i j . Отложим векторы ,i j  от начала 

координат (рис. 14). Пусть точка А  в системе ко-

ординат Оxy  имеет координаты Ах  и Ау . Найдем 

координаты вектора ОА . 

По правилу параллелограмма х уОА ОА ОА  . 

Кроме того х АОА х i  и у АОА у j , значит А АОА х i у j  . Т.е. координаты 

О

Рис. 14 

i

j

у

х

А

хА

уА
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вектора, который отложен от начала координат, и координаты конца этого век-

тора совпадают. Это верно и для пространства. 

Выведем еще одну формулу. Пусть даны две точки:  1 1 1; ;А x y z  и 

 2 2 2; ;В x y z . Найдем координаты вектора АВ . На рис. 15 АВ ОВ ОА  . Т.к. 

 2 2 2; ;ОВ x y z ,  1 1 1; ;ОА x y z , то  2 1 2 1 2 1; ;АВ x x y y z z    , т.е. коорди-

наты вектора равны разности координат конца и начала. 

Отсюда следует, что расстояние между точками  1 1 1; ;А x y z  и 

 2 2 2; ;В x y z , равное длине вектора  2 1 2 1 2 1; ;АВ x x y y z z    , находится 

по формуле 

     
2 2 2

2 1 2 1 2 1АВ x x y y z z      . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Орт и направляющие косинусы 

Пусть   – угол между вектором а  и осью Ох ,   – 

угол между вектором а  и осью Оу ,   – угол между век-

тором а  и осью Оz  (рис. 16), и вектор а  задан своими 

координатами  ; ;а x y z .  

Тогда справедливы следующие формулы: 
2 2 2cos cos cos 1     ,  

        Рис. 16 
 

cos ; cos ; cos
x y z

a a a
     ,  cos ; cos ; cosоа     (орт вектора а ). 

Соответствующие формулы на плоскости:  

2 2cos cos 1   , cos ; cos
x y

a a
   ,  cos ; cosоа   . 

А

В

О y

x

z

Рис. 15 

 а

z

у

х




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7. Деление отрезка в данном отношении 

Определение. Говорят, что точка M  делит отрезок AB  в отношении  

 , если AM MB  . Число  может быть как положительным (векторы AM  и 

MB  направлены одинаково), так и отрицательным – в случае, когда векторы 

AM  и MB  противоположно направлены.  

 

 

 

 

 

 

На рис. 17 точка 1M  делит отрезок AB  в отношении 
1

2
  , т.к. 

1 1

1

2
AM M B . Точка 2M  делит отрезок AB  в отношении 4   , т.к. 

2 24AM M B   .  

Теорема. Пусть даны точки  , ,A A AA x y z  и  , ,B B BB x y z , и точка M  де-

лит отрезок AB  в отношении  , 1   . Тогда координаты точки 

 , ,M M MM x y z  определяются по формулам:  

, ,
1 1 1

A B A B A B
M M M

x x y y z z
x y z

  

  

  
  

  
. 

Доказательство. Запишем координаты векторов AM  и MB : 

 , ,M A M A M AAM x x y y z z    ,  , ,B M B M B MMB x x y y z z    .  

Т.к. AM MB  , то:  

 M A B Mx x x x   , 

 M A B Mу у у у   ,  

 M A B Mz z z z   . 

Выражая , ,M M Mx y z , получаем:  

, ,
1 1 1

  
  

  

A B A B A B
M M M

x x y y z z
x y z

  

  
. 

Пример. Найти координаты середины отрезка AB , где  1,2A  ,  3, 4B  .  

Решение. Пусть точка  ,C x y  есть середина отрезка AB , т.е. AC CB .  

Поэтому 1   и координаты точки C  вычисляются по формулам 

2

A B
C

х х
х


 , 

2

A B
C

у у
у


 . Подставив значения координат, получим 1Cх  , 

1Cу   .  

 

 

Рис.17

0 1 2 3 4

A
1M 2MB
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8. Проекция вектора на ось 

Назовем прямую с выбранным направлением осью. Для того чтобы задать 

ось, достаточно указать единичный вектор, одинаково направленный с осью 

(орт оси).  

Определение. Ортогональной проекцией точки A  на ось l  назовем основа-

ние перпендикуляра, опущенного из точки A  на ось l .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Отметим, что в пространстве проекция 1A  точки A  на ось l  (рис. 18) нахо-

дится как точка пересечения оси с плоскостью, проходящей через точку A  пер-

пендикулярно прямой l .  

В дальнейшем ортогональные проекции будем называть просто проекциями.  

Определение. Проекцией вектора AB  на ось l  назовем длину отрезка 1 1A B  

(рис. 19), если направление вектора 1 1A B  совпадает с направлением оси, и дли-

ну отрезка 1 1A B , взятую со знаком «–» в противном случае ( 1 1,A B  – проекции 

точек A  и В  соответственно на ось l ).  

Обозначается lпр AB .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 19 

 

Рассмотрим свойства проекции вектора на ось. 

1) coslпр AB AB  .  

Рис.18

A

1A

l

l

B

A

1B



1A

B

A

1B l



1А
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2)  l lпр AB пр AB   . Пусть АС АВ  и вектор АВ  направлен так же, 

как ось l . Для 0   (рис. 20 а): lпр AB AB  и lпр AС AС . Тогда 

 l l lпр AB пр AC AC AВ пр AB        . 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для 0   (рис. 20 б): lпр AB AB  и lпр AС AС  . Тогда 

 l l lпр AB пр AC AC AВ AВ пр AB             . 

3)  l l lпр AB BC пр AB пр BC   .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Для ситуации на рис. 21: ' ' ' ' 'l l lпр AC A C AB B C пр AB пр BC     .  

4) Если а xi yj zk   , то Oxпр а x , Oyпр а y , Ozпр а z .  

Проекцией вектора a  на вектор b  будем называть проекцию вектора a  

на ось, направленную так же, как вектор b . Обозначается 
b

пр a . 

Пусть   – угол между векторами a  и b . Тогда 

cos
 

  


b

a b a b
пр a a a

a b b
 . 

 

 

 

 

Рис.21

'A 'C 'B

A

B

C

Рис.20

A

B
C

'C'B

 A 

 

B

'B

C

'C
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9. Векторное произведение векторов 

Тройка векторов , ,a b с  называется правой, если поворот от вектора а  

к вектору b  осуществляется против часовой стрелки, если смотреть с конца 

вектора с  (рис. 22, справа). 

Тройка векторов , ,a b с  называется левой, если поворот от вектора а  

к вектору b  осуществляется по часовой стрелки, если смотреть с конца вектора 

с  (рис. 22, слева). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 22 

 

Векторным произведением двух векторов а  и b  называется третий вектор 

v , удовлетворяющий условиям: 

1.  sin ,v a b a b ; 

2. v a , v b ; 

3. векторы , ,a b v  образуют правую тройку (рис. 23). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 23 

 

Векторное произведение векторов а  и b  обозначается  

a b  или ,a b 
  . 

Свойства векторного произведения 

1. a b b a    . 

2.      a b a b a b       . 

а

b

с

а

b

с

а

b

v
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3.  a b с a с b с      . 

4. 0a b  a b , в частности, 0a a  . 

5. i j k  , k i j  , j k i  .    

Пусть векторы а  и b  разложены по базису , ,i j k : a a aа x i y j z k   , 

b b bb x i y j z k   .  

Тогда, учитывая свойства (1–5),  

   a a a b b bа b x i y j z k x i y j z k         

a b a b a b a b a b a bx x i i x y i j x z i k y x j i y y j j y z j k              

a b a b a bz x k i z y k j z z k k        

0 0 0a b a b a b a b a b a b a b a b a bx x x y k x z j y x k y y y z i z x j z y i z z           

     a b a b a b a b a b a by z z y i x z z x j x y y x k        

a a a a a a
a a a

b b b b b b
b b b

i j k
y z х z х у

i j k х у z
y z х z х у

х у z

    . 

В геометрии векторное произведение используется для вычисления площади 

параллелограмма, построенного на векторах а  и b . 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 24 

 

Площадь параллелограмма равна произведению длин сторон на синус угла 

между ними, т.е. sinS а b а b    (рис. 24). Значит, 

S а b  . 

Пример. Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах p  и  

q , если p a b  , 2q a b  , 1a  , 2b  ,  ,
6

a b


 . 

Решение. S p q  .  

При этом  

p q    2a b a b     2 2a a a b b a b b         



а

b

S



39 

2 3a b a b a b      , 

3S a b     1
3 sin , 3 1 2 3

2
a b a b      . 

Пример. Найти площадь треугольника с вершинами в точках  1; 1; 1A  , 

 2; 3; 1B ,  1; 2; 1C   . 

Решение. Найдем площадь по формуле 
1

2
ABCS AB AC  .  

Координаты векторов, идущих по сторонам:  1; 4; 0AB  ,  0; 1; 2AC    . 

Координаты векторного произведения AB AC   1 4 0
0 1 2

i j k

 
. 

Разложим определитель по первой строке: 

4 0 1 0 1 4
1 4 0

1 2 0 2 0 1
0 1 2

i j k
i j k   
   

 
8 2i j k   . 

Длина вектора 64 4 1 69AB AC     . Таким образом,  

69

2
ABCS  . 

 

Момент силы относительно некоторой точки – это векторное произве-

дение силы на плечо силы. 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 25 

 

Момент силы F , которая приложена к точке A , относительно точки O  

(рис. 25) находится по формуле  

М OA F  . 

10. Смешанное произведение векторов 

Смешанным произведением трех векторов , ,a b с  называется число, рав-

ное  

 a b с , 

т.е. скалярное произведение вектора a b  и вектора с . 



F

О

А



40 

Обозначение: abс  или  , ,a b с . 

Предположим, что векторы , ,a b с  образуют правую тройку (рис. 26). По-

строим на этих векторах параллелепипед. 

Обозначим угол  ,a b с  . 

Имеем  

  cos cosосн оснabс a b с a b с S с S H V        ,  

т.е. смешанное произведение трёх векторов, образующих правую тройку, равно 

объёму параллелепипеда, построенного на этих векторах. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 26 

 

Пусть векторы , ,a b с  образуют левую тройку (рис. 27). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 27 

 

   cos cosосн оснabс a b с a b с S с S H V           ,  

с
180o 

CB

A

с

a b

180o 



b


a

AB H , AC c , 

 cos 180 ,

cos ,

cos .

H

c

H

c

c H

 

  

  

 

a b

a

b

с



 a b

с



CB

A

AB H , AC c , 

cos ,

cos .

H

c

c H

 

 
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т.е. смешанное произведение трёх векторов, образующих левую тройку, равно 

объёму параллелепипеда, взятому со знаком минус. 

Обобщив две последние формулы, получим свойство: 

модуль смешанного произведения трёх векторов равен объёму параллеле-

пипеда, построенного на этих векторах 

V abс . 

Выведем формулу для вычисления смешанного произведения в координа-

тах. 

Пусть a a aа x i y j z k   , b b bb x i y j z k   , c c cc x i y j z k   . 

Тогда 
a a a a a a

b b b b b b

y z х z х у
a b i j k

y z х z х у
    . 

  a a a a a a
c c c

b b b b b b

y z х z х у
abс a b с x y z

y z х z х у
      

или 

a a a

b b b

c c c

х y z

abс х y z

x y z

 . 

Свойства смешанного произведения: 

1. При перестановке двух векторов смешанное произведение меняет знак:  

abc bac  , abc cba  , abc acb  . 

2. При циклической перестановке смешанное произведение не меняется:  

abc cab bca  . 

3.  1 2 1 2a a bc a bc a bc   . 

4.    a bc abc  ,   . 

5. 0abc   , ,a b c  – компланарны. 

6. 0abc   , ,a b c  – правая тройка. 

7. 0abc   , ,a b c  – левая тройка. 

Пример. Найти длину высоты пирамиды, опущенной из вершины D , если 

ее вершины        2,3,1 ,  4,1, 2 ,  6,3,7  и 5, 4,8 .A B C D    

Решение.      2, 2, 3 ; 4,0,6 ; 7, 7,7 .AB AС AD        

Объем пирамиды, построенной на векторах ,  и AB AС AD , равен одной 

шестой модуля смешанного произведения этих векторов:  

1 1
 или 

6 3
ABCV AB AС AD V S h    , 

где h  – высота пирамиды.  
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Площадь треугольника, построенного на векторах иAB AС  равна половине 

векторного произведения  

1

2
ABCS AB AC  .  

Найдем векторное произведение 2 2 3 12 24 8
4 0 6

i j k
AB AC i j k        . 

Тогда 
2 2 21 28

12 24 8 14
2 2

ABCS      .  

Смешанное произведение 
2 2 3
4 0 6 308
7 7 7

AB AС AD
 

 
 

. 

Отсюда V
1 154

308 .
6 3

    Найдем высоту пирамиды: 
3 3 154

11
3 14ABC

V
h

S

 
  


. 

Контрольные вопросы 

1. Что называется вектором? 

2. Что называется длиной вектора? 

3. Какие векторы называются коллинеарными? 

4. Какие векторы называются компланарными? 

5. Что называется суммой векторов? Как построить сумму двух или не-

скольких векторов? 

6. Что называется разностью векторов? Как ее построить? 

7. Как построить произведение вектора на число? 

8. Что является базисом в множестве векторов, параллельных одной пря-

мой; в множестве векторов, параллельных одной плоскости; в множестве всех 

векторов пространства? 

9. Каким образом выполняются операции над векторами, заданными коор-

динатами? 

10. Дайте определение скалярного произведения векторов и перечислите его 

свойства. 

11. Запишите формулы для вычисления скалярного произведения и нахож-

дения длины вектора в координатах. 

12. Что такое орт вектора и направляющие косинусы вектора? Приведите 

формулы, их связывающие. 

13. Что означает фраза «точка M  делит отрезок AB  в отношении  »? 

14. Как найти координаты точки, делящей отрезок AB  в отношении  , если 

известны координаты точек A  и B ? 

15. Что называется осью? 

16. Что называется проекцией вектора на ось? 

17. Приведите свойства проекций вектора на ось. 

18. Что называется проекцией вектора на вектор? 



43 

19. Приведите формулу для вычисления проекции вектора на вектор. 

20. Дайте определение векторного произведения векторов и перечислите его 

свойства. 

21. Запишите формулы для вычисления векторного произведения векторов 

в координатах. 

22. Каков геометрический смысл векторного произведения? 

23. Дайте определение смешанного произведения векторов и перечислите 

его свойства. 

24. Запишите формулы для вычисления смешанного произведения в коор-

динатах. 

25. Каков геометрический смысл смешанного произведения? 

УРАВНЕНИЕ ЛИНИИ НА ПЛОСКОСТИ. 

ПРЯМАЯ НА ПЛОСКОСТИ  

1. Уравнение линии на плоскости 

Рассмотрим уравнение  

  , 0F x y  , (3) 

где x  и y  – переменные.  

Решением этого уравнения является любая упорядоченная пара значений 

переменных x  и y , обращающая это уравнение в тождество.  

Заметим, что уравнению (3) может удовлетворять одна пара чисел, несколь-

ко или бесконечное множество таких пар. Например, уравнению 

   
2 2

4 2 0x y     удовлетворяет единственная пара: 4x   и 2y  . Уравне-

нию 2 3 5 0x y    удовлетворяет бесконечно много пар.  

Замечание. Существуют уравнения вида (3), которым не удовлетворяет ни 

одна пара. Например, таким является уравнение 2 2 1 0x y   .  

Зададим на плоскости декартову систему координат. Если рассматривать 

множество пар значений переменных x  и y , удовлетворяющих уравнению (3), 

как координаты точек на плоскости, то изображение этого множества на коор-

динатной плоскости есть некоторая линия.  

2. Уравнения прямой на плоскости 

2.1. Уравнение прямой, проходящей через данную точку перпендику-

лярно данному вектору.  

Определение. Ненулевой вектор, перпендикулярный данной прямой, 

называется её нормальным вектором.  

Пусть прямая l  проходит через точку  0 0 0,M x y  (рис. 28). Вектор 

 ,N A B  – её нормальный вектор, 
2 2 0A B  .  
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Точка  ,M x y  – произвольная точка пря-

мой l . То есть значение её координат  ,x y  

меняются в зависимости от расположения точ-

ки на прямой.  

Составим вектор  

 0 0 0,M M x x y y   . 

Он перпендикулярен вектору N . Следова-

тельно, 0 0N M M   (условие перпендикуляр-

ности векторов). Запишем это условие в коор-

динатной форме:  

   0 0 0A x x B y y    .               (4) 

Это и есть искомое уравнение прямой.   

2.2. Общее уравнение прямой. В уравнении (4) раскроем скобки  

0 0 0Ax Ax By By    ,  

 0 0 0Ax By Ax By     .  

Обозначим 0 0C Ax By   . Тогда окончательно получаем  

0Ax By C   . 

Пример. Даны две точки  1 2,3M ,  2 2,4M  . Написать общее уравнение 

прямой, проходящей через точку 1M  перпендикулярно вектору 1 2M M .  

Решение. Составим вектор  

   1 2 2 2, 4 3 4,1M M       . 

Это нормальный вектор прямой. Подставим координаты вектора и точки 1M  

в уравнение (4):  

   4 2 1 3 0x y       0 04, 1, 2, 3A B x y     .  

Раскроем скобки, приведем подобные и умножим обе части на  1 : 

4 8 3 0x y     , 4 5 0x y    , 4 5 0x y   .  

Получили общее уравнение прямой.  

Замечание. Коэффициенты при x  и y  в общем уравнении прямой являются 

координатами нормального вектора данной прямой.  

Например, у прямой 7 2 6 0x y    нормальный вектор N  имеет координа-

ты  7, 2 . Этот факт мы в дальнейшем будем использовать при решении задач.  

Неполные уравнения прямой 

В таблице опишем в кратком виде расположение прямой относительно сис-

темы координат при нулевых коэффициентах общего уравнения (табл. 1). 

 

 

 

x

l

0

y

N

М

0М

Рис. 28 
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Таблица 1  

A  B  C   

  0  Прямая проходит через начало координат 

0  0  0  
C

y
B

  , прямая параллельна оси OX  

0  0  0  
C

x
A

  , прямая параллельна оси OY  

0  0  0  0x  , уравнение оси OY  

0  0  0  0y  , уравнение оси OX  

 

2.3. Каноническое уравнение прямой.  

Определение. Ненулевой вектор S , параллельный данной прямой, называ-

ется её направляющим вектором.  

Пусть прямая l  проходит через точку 

 0 0 0,M x y  (рис. 29) и вектор  ,S P Q  – её 

направляющий вектор, 2 2 0P Q  .  

Точка  ,M x y  – произвольная точка 

этой прямой. Составим вектор 

 0 0 0,M M x x y y   .  

Очевидно, что 0M M S . Запишем усло-

вие коллинеарности векторов в координат-

ной форме:  

0 0x x y y

P Q

 
 .                 (5) 

Это и есть искомое уравнение прямой.  

 

2.4. Уравнение прямой, проходящей через 

две заданные точки. Даны точки  0 0 0,M x y  и 

 1 1 1,M x y , принадлежащие прямой l  (рис. 30).  

Составим вектор  

 0 1 1 0 1 0,M M x x y y   . 

Ясно, что этот вектор является направляющим 

для прямой l .  

Поэтому каноническое уравнение (5) примет 

вид  

0 0

1 0 1 0

x x y y

x x y y

 


 
.                      (6) 

x

y

0M

M

S

0

l

Рис. 29 

0M

M

1M

y

x

l

0

Рис. 30 
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Замечание. Если один из знаменателей уравнений (5) и (6) равен нулю, то 

соответствующий числитель полагается равным нулю. Например, уравнение 

2 1

4 0

x y 
  равносильно уравнению 1 0y   .  

Пример. Найдите общее уравнение прямой, проходящей через точки 

   2,4 , 3, 5 . Получить нормальный и направляющий векторы этой прямой.  

Чтобы удобнее было подставлять координаты точки в уравнение (6), распи-

шем  

0 0 1 12, 4, 3, 5x y x y     . 

Подставим: 
2 4

3 2 5 4

x y 


  
. Получим каноническое уравнение 

2 4

1 9

x y 



. 

Значит, вектор  1, 9S    – направляющий.  

Преобразуем уравнение виду  9 2 4x y    . Раскрыв скобки, получим 

общее уравнение 9 22 0x y    . Тогда вектор  9, 1N     – нормальный. 

2.5. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. Запишем общее урав-

нение прямой  

0Ax By C    

и пусть 0B  . Выразим y  

A C
y x

B B
   .  

Обозначим 
A

k
B

  , 
C

b
B

  .  

Число k  называется угловым коэффициентом 

прямой. Тогда уравнение примет вид  

y kx b  .                              (7) 

Выясним геометрический смысл чисел k  и b . 

Пусть 0x   тогда y b  – значит, число b  – коорди-

ната пересечения прямой с осью OY . Пусть точка 

A  – точка пересечения прямой l  с осью OX  

(рис. 31).  

Определение. Углом наклона прямой l  к оси 

OX  называется наименьший угол  , на который 

надо повернуть ось OX  вокруг A  против часовой 

стрелки до совпадения с прямой l . Для прямой l , 

параллельной оси OX , угол 0  . Нарисуем вектор  ,N A B .  

A

N

 

B

l

Рис. 31 
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Заметим, что 180   . Тогда  tg tg 180 tg      , а tg
A

B
  . Сле-

довательно, tg
A

B
   . Таким образом, число k  равно тангенсу угла наклона 

прямой l  к оси OX .  

3. Расстояние от точки до прямой 

Найдем расстояние d  от точки  ,Р РP x y  

до прямой : 0l Ax By C   . Пусть точка 

 0 0 0,M x y  – проекция точки P  на прямую l  

(рис. 32).  

Тогда её координаты удовлетворяют уравне-

нию прямой 0 0 0Ax By C   .  

Вектор  ,N A B  – нормальный вектор дан-

ной прямой.  

Составим вектор  

 0 0 0,Р РM P x x y y   . 

Модуль вектора 0M P d .  

Найдём скалярное произведение  

   0 0 0Р РN M P A x x B y y     .  

С другой стороны, по определению скалярного произведения имеем  

0 0 cos0N M P N M P    , cos0 1 .  

Если же векторы  и N  направлены в противоположные стороны, то  

0 0 cosN M P N M P     , cos 1   . 

Следовательно,  

   0 0Р РA x x B y y N d     .  

Выразим  

 0 00 0

2 2

Р РР Р
Ax By Ax ByAx Ax By By

d
N A B

     
 


.  

Т.к. 0 0 0 00Ax By C Ax By C       .  

Окончательно получаем 
2 2

Р РAx By C
d

A B

 



.  

4. Взаимное расположение двух прямых на плоскости 

I способ. Если уравнения прямых записаны как общие уравнения: 

1 1 1 1: 0l A x B y C    и 2 2 2 2: 0l A x B y C   , то для характеристики их взаим-

 0 0 0,Р РM P x x y y  

P

l0M

N

Рис. 24Рис. 32 
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ного расположения воспользуемся нормальными векторами этих прямых 

 1 1 1,N A B  и  2 2 2,N A B . Считаем, что ни одна из прямых не параллельна 

осям координат.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

В этом случае угол между прямыми   равен углу, который образуют их 

нормальные векторы, либо угол     (рис. 33).  

Но  cos cos    . Поэтому  

1 2 1 2

2 2 2 2
1 1 2 2

cos
A A B B

A B A B


  


  
. 

Если 1 2l l , то и 1 2N N , и наоборот. Следовательно, 1 1
1 2

2 2

A B
l l

A B
   – 

условие параллельности прямых. И, наконец, если 1 2l l , то и 1 2N N , и на-

оборот, если 1 2N N , то и 1 2l l . Поэтому условие перпендикулярности 

1 2 1 2 0A A B B    .  

Пример. Параллельны ли прямые  

2 4 7 0x y    и 3 6 17 0x y   ?  

Решение. 1 1 2 22, 4, 3, 6A B A B      . Т.к.  

2 4

3 6





,  

следовательно, прямые параллельны.  

Пример. Найдите косинус угла между прямыми  

3 4 5 0x y    и 2 7 1 0x y   .  

Решение.  

   1 23, 4 , 2,7N N   ;  

 

 
22 2 2

3 2 4 7 22
cos

5 533 4 2 7


    

 

   

.  

Пример. Перпендикулярны ли прямые  

1N

1l


 

2l

2N

Рис. 25

1N

Рис. 33 
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3 2 7 0x y    и 2 3 1 0x y   ?  

Решение.  

   1 23, 2 , 2, 3N N    .  

   1 2 3 2 2 3 12 0N N         .  

Значит, прямые не перпендикулярны.  

Замечание. Если 1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
  , то прямые 1l  и 2l  совпадают.  

II способ. Если прямые 1l  и 2l  заданы уравнениями с угловыми коэффици-

ентами  

1 1 1 2 2 2: , :l y k x b l y k x b    ,  

то условие параллельности 1 2k k . 

Также считаем, что ни одна из прямых не параллельна осям координат. Т.к. 

число k  – тангенс угла наклона прямой к оси OX , то если прямые параллель-

ны, то они одинаково наклонены к оси OX , значит, 1 2k k . Верно и обратное 

утверждение: если 1 2k k , то прямые параллельны.  

Получим условие перпендикулярности.  

В записи уравнения прямой в форме (7) 
A

k
B

  . Следовательно, 1
1

1

A
k

B
  , 

2
2

2

A
k

B
  .  

Ранее условие перпендикулярности получено в виде 

1 2 1 2 0A A B B  .  

Считая 1 20, 0B B  , имеем  

1 2
1 2 1 1

1 2

1 0 1 0 1
A A

k k k k
B B
           . 

Пересечение двух прямых 

Пусть даны прямые  

1 1 1 0A x B y C    и 2 2 2 0A x B y C   .  

Если данные прямые пересекаются, то координаты их общей точки должны 

удовлетворять каждому из этих уравнений. То есть надо найти общее решение 

системы 

1 1 1

2 2 2

0,

0.

A x B y C

A x B y C

  


  
                                             (8) 

Замечание. Если система (8) не имеет решения, то прямые параллельны. А 

если система (8) имеет бесконечно много решений, то прямые совпадают.  

Пример. Найдите точку пересечения прямых  

3 4 5 0x y    и 2 3 0x y   .  

Решение. Составим систему и решим её с помощью правила Крамера.  
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3 4 5,

2 3.

x y

x y

  


 
 

3 4
3 8 11

2 1


     ,  

5 4
5 12 7

3 1
x

 
      , 

3 5
9 10 19

2 3
y


     ,  

7

11

xx


 


, 
19

11

y
y


 


.  

Следовательно, искомая точка 
7 19

,
11 11

 
 
 

.  

Контрольные вопросы 

1. Каким образом линию на плоскости задать уравнением? 

2. Запишите уравнение прямой, проходящей через данную точку перпенди-

кулярно данному вектору. Объясните геометрический смысл всех параметров, 

входящих в уравнение. 

3. Запишите общее уравнение прямой. Объясните геометрический смысл 

всех параметров, входящих в уравнение. 

4. Запишите каноническое уравнение прямой. Объясните геометрический 

смысл всех параметров, входящих в уравнение. 

5. Запишите уравнение прямой, проходящей через две заданные точки. Объ-

ясните геометрический смысл всех параметров, входящих в уравнение. 

6. Запишите уравнение прямой с угловым коэффициентом. Объясните гео-

метрический смысл всех параметров, входящих в уравнение. 

7. Выведите формулу расстояния от точки до прямой. 

8. Приведите условие параллельности двух прямых. 

9. Приведите условие перпендикулярности двух прямых. 

10. Запишите формулу для нахождения угла между прямыми. 

УРАВНЕНИЕ ЛИНИИ И ПОВЕРХНОСТИ 

В ПРОСТРАНСТВЕ. ПЛОСКОСТЬ В ПРОСТРАНСТВЕ 

1. Уравнения линии и поверхности в пространстве 

Пусть множество решений уравнения  

                                                      
(9) 

непустое. Тогда каждой тройке чисел  и , являющейся решением уравне-

ния (9), соответствует точка с координатами  в некоторой декартовой 

системе координат. Множество всех точек пространства, координаты которых 

удовлетворяют уравнению (9), есть, вообще говоря, некоторая поверхность, т.е. 

уравнением данной поверхности в некоторой декартовой системе координат 

называется такое уравнение с переменными  и , которому удовлетворяют 

 , , 0F x y z 

,x y z

 , ,x y z

,x y z
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Рис. 39

z

О у

х

координаты любой точки, лежащей на этой поверхности, и не удовлетворяют 

координаты любой точки, не лежащей на этой поверхности.  

Линию в пространстве будем рассматривать как пересечение двух поверх-

ностей. Пусть  

  и  (10) 

– уравнения поверхностей, которые пересекаются по линии . Координаты 

любой точки линии  удовлетворяют уравнениям (10) и не удовлетворяют 

этим уравнениям координаты ни одной точки, не лежащей на .  

Таким образом, система уравнений  

 

определяет линию . 

Отметим, что линию  можно определить различными парами поверхно-

стей. Например, ось  можно 

определить как пересечение:  

 

а) координатных плоскостей 

 и  (рис. 34):  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

б) координатной плоскости  и цилин-

дрической поверхности  

(рис. 35):  

 

 

 

 

 

 

 1 , , 0x y z   2 , , 0x y z 

L

L

L

 

 

1

2

, , 0,

, , 0

x y z

x y z

 

 

L

L

Oz

Oxz Oyz

0,

0;

y

x






OXZ

 
22 1 1x y  

 
22

0,

1 1.

y

x y




  

Рис. 34 

Рис. 35 
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2. Уравнения плоскости 

2.1. Уравнение плоскости, проходящей через данную точку перпенди-

кулярно данному вектору.  

Определение. Ненулевой вектор, перпендикулярный плоскости, называется 

её нормальным вектором.  

Дана точка , принадлежа-

щая плоскости, и нормальный вектор этой 

плоскости  (рис. 36).  

Точка  – произвольная точка 

этой плоскости, т.е. ее координаты удовле-

творяют уравнению плоскости. Составим 

вектор . Оче-

видно, что . Запишем условие 

перпендикулярности векторов в координатной форме:  

.                      (11) 

2.2. Общее уравнение плоскости. В уравнении (11) раскроем скобки и при-

ведем подобные:  

. 

Обозначим . Получаем  

.                                      (12) 

Это уравнение – общее уравнение плоскости. 

Пример. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку  

перпендикулярно вектору .  

Решение. Имеем , , , , , . Подставим 

эти значения в уравнение (11):  

,  

.  

Замечание. Коэффициенты при  и  в общем уравнении плоскости (12) 

являются координатами её нормального вектора .  

Пример. Найдите нормальный вектор плоскости .  

Решение. . Значит, .  

Частные случаи общего уравнения плоскости.  

 0 0 0 0, ,M x y z

 , ,N A B C

 , ,M x y z

 0 0 0 0, ,M M x x y y z z   

0N M M

     0 0 0 0A x x B y y C z z     

 0 0 0 0Ax By Cz Ax By Cz      

0 0 0D Ax By Cz   

0Ax By Cz D   

 2, 1,4

 3,2, 5

0 2x  0 1y   0 4z  3A 2B  5C  

       3 2 2 1 5 4 0x y z       

3 2 5 24 0x y z   

,x y z

N

3 5 7 0x z  

3, 0, 5A B C     3,0, 5N  

0М

М

N

Рис. 41Рис. 36 
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1) . В этом случае уравнение (12) имеет вид . Этому 

уравнению удовлетворяют координаты точки . Следовательно, плос-

кость проходит через начало координат.  

2) Один из коэффициентов при текущих координатах равен нулю.  

Пусть . Тогда уравнение (12) имеет вид . В этом случае 

 перпендикулярен оси , т.к. проекция его на ось  равна нулю. 

Следовательно, плоскость параллельна оси . Аналогично, если , то 

плоскость параллельна , и если  – параллельна оси .  

3)  и один из коэффициентов при текущих координатах равен нулю. 

В этом случае плоскость проходит через ту ось координат, которой она парал-

лельна.  

Пусть, например, , тогда уравнение (12) примет вид . 

Значит, плоскость проходит через ось , т.к. она проходит через начало коор-

динат и одновременно параллельна оси .  

Аналогично рассматриваются и другие случаи. Например, уравнение 

 описывает плоскость, проходящую через ось .  

4) Два коэффициента при текущих координатах равны нулю.  

Пусть, например, . Тогда уравнение (12) примет вид  

или . Эта плоскость параллельна плоскости Оxy .  

Например, уравнение  описывает плоскость, параллельную плос-

кости Оyz .  

2.3. Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки. Даны 

три точки ,  и . Составим уравнение 

плоскости, проходящей через них. Пусть  , ,M x y z  – текущая точка плоскости. 

Тогда векторы 1M M , 1 2M M  и 1 3M M  компланарны, т.е. 1 1 2 1 3 0M M M M M M  .  

Смешанное произведение представим в координатах и получим уравнение:  

.                               (13) 

Это уравнение задает плоскость, проходящую через три данные точки. 

Пример. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точки , 

, .  

Решение. Подставим координаты точек в уравнение (13). Получим 

, ,  

0D  0Ax By Cz  

 0,0,0O

0A 0By Cz D  

 0, ,N B C Ox Ox

Ox 0B 

Oy 0C  Oz

0D 

0A D  0By Cz 

Ox

Ox

2 0x y  Oy

0A B  0Cz D 

D
z

C
 

2 3 0x  

 1 1 1 1, ,M x y z  2 2 2 2, ,M x y z  3 3 3 3, ,M x y z

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  

   

  

 2, 1,0

 3,1,2  2,1,4

 

 

 

2 1 0

3 2 1 1 2 0 0

2 2 1 1 4 0

x y z   

    

    

2 1

1 2 2 0

4 2 4

x y z 




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,  

.  

После упрощения получим уравнение 
 

или  

.  

3. Взаимное расположение двух плоскостей  

Рассмотрим две плоскости  и , заданные общими уравнениями 

 и . Под углом  между плоско-

стями будем понимать линейный угол одного из двугранных углов, образован-

ных этими плоскостями. Угол между нормальными векторами  

и  равен углу .  

Вычислим  

 

или в координатах векторов   

. 

Условие перпендикулярности плоскостей равносильно условию перпенди-

кулярности нормальных векторов этих плоскостей и поэтому имеет вид  

. 

Условие параллельности плоскостей равносильно условию коллинеарности 

нормальных векторов, следовательно, имеет вид  

. 

Например, даны плоскости  

,  

, 

.  

Проверяя условия перпендикулярности и параллельности плоскостей, за-

ключаем, что  и .  

4. Расстояние от точки до плоскости  

Найдем расстояние от точки  до плоскости  

. 

       2 2 4 1 2 4 1 2 4 2x y z z               

   1 1 4 2 2 2 0y x        

       8 2 8 1 2 8 4 2 4 1 0x y z z x y         

4 12 10 20 0x y z   

2 6 5 10 0x y z   

1 2

1 1 1 1 0A x B y C z D    2 2 2 2 0A x B y C z D    

 1 1 1 1, ,N A B C

 2 2 2 2, ,N A B C 

  1 2
1 2

1 2

cos cos ,
N N

N N
N N

  

1 2иN N

1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 1 1 2 2 2

cos
A A B B C C

A B C A B C


 


    

1 2 1 2 1 2 0A A B B C C  

1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
 

1 : 2 1 0x y z    

2 : 4 2 2 7 0x y z    

3 : 12 0x y z    

1 2  1 3 

 , ,Р Р РР x y z

0Ax By Cz D   
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Пусть точка  – проекция 

точки  на плоскость (рис. 37). Тогда её 

координаты удовлетворяют уравнению 

плоскости:  

.          (14) 

Вектор  – нормальный 

вектор плоскости. Запишем координаты 

вектора  

 

и найдем скалярное произведение  в координатной форме: 

.  

С другой стороны, по определению скалярного произведения,  

 или 

.  

Но  – искомое расстояние, , . Приравняем  

.  

Раскроем скобки и выразим . Учтем, что .  

 

. 

Т.к. из (14) следует, что  

, 

то окончательно получаем  

. 

Пример. Найдите расстояние от точки  до плоскости 

.  

Решение. Имеем . Подста-

вим  

.  

 

 0 0 0 0, ,M x y z

Р

0 0 0 0Ax By Cz D   

 , ,N A B C

 0 0 0 0, ,Р Р РM Р x x y y z z   

0N M Р

     0 0 0 0Р Р РN M Р A x x B y y C z z      

0 0 cos0N M Р N M Р   

0 0 cosN M Р N M Р    

0M Р d cos0 1 cos 1  
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 
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Контрольные вопросы 

1. Как задать поверхность в пространстве с помощью уравнений? 

2. Как задать линию в пространстве с помощью уравнений? 

3. Запишите уравнение плоскости, проходящей через данную точку перпен-

дикулярно данному вектору. Объясните геометрический смысл всех парамет-

ров, входящих в уравнение. 

4. Запишите общее уравнение плоскости. Объясните геометрический смысл 

всех параметров, входящих в уравнение. 

5. Запишите уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки. 

Объясните геометрический смысл всех параметров, входящих в уравнение. 

6. Приведите условие параллельности двух плоскостей. 

7. Приведите условие перпендикулярности двух плоскостей. 

8. Запишите формулу для нахождения угла между плоскостями. 

9. Выведите формулу расстояния от точки до плоскости. 

ПРЯМАЯ В ПРОСТРАНСТВЕ 

1. Уравнения прямой, проходящей через заданную 

точку параллельно данному вектору 

Пусть в прямоугольной системе координат  задана некоторая точка 

 и ненулевой вектор  ; ;S m n p . Требуется составить уравне-

ние прямой , проходящей через точку  и параллельной вектору  

(рис. 38).  

Определение. Любой ненулевой вектор , кол-

линеарный прямой , называется направляющим 

вектором этой прямой.  

Положение прямой  в пространстве вполне оп-

ределяется заданием точки  и вектора , па-

раллельного прямой .  

Возьмем на прямой  произвольную точку 

. Условие принадлежности точки  прямой  эквивалентно колли-

неарности векторов  и , т.е. пропорциональности их соответствующих 

координат.  

Следовательно,  

                                    (15) 

Уравнения (15) называются уравнениями прямой, проходящей через данную 

точку  с заданным направляющим вектором  ; ;S m n p  или канониче-

скими уравнениями прямой .  

Oxyz

 0 0 0 0; ;M x y z

l 0M S

S
l

l

0M l S

l

l

 ; ;M x y z M l

0M M S

0 0 0x x y y z z

m n p

  
 

0M

l

Рис. 43

S

l
M

0M

Рис. 38 
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Пример. Составьте уравнения прямой, проходящей через точку  

параллельно вектору  0;1; 2S   .  

Решение. Согласно уравнениям (15) имеем 

. 

Пример. Составьте уравнения прямой, проходящей через точку 

 параллельно вектору, соединяющему точки  и 

.  

Решение. За направляющий вектор искомой прямой примем вектор 

 1 2 2; 3; 3M M   . Заменив в уравнениях (25)  координатами точ-

ки  и  координатами вектора , получим искомые уравнения  

. 

Отметим, что если прямая  перпендикулярна какой-либо координатной 

оси, то соответствующая координата направляющего вектора  равна нулю. 

Например, если , то . Однако и в этом случае условимся формально 

записывать уравнения прямой в каноническом виде:  

. 

2. Параметрические уравнения прямой 

Запишем канонические уравнения прямой  

. 

Т.к. все три отношения равны, то результат равенства обозначим через :  

. 

Запишем три уравнения относительно координат текущей точки прямой:  

0 0 0, , .
  

  
х х y y z z

t t t
т n p

 

Откуда , , , или  

                                                   (16) 

Уравнения (16) называются параметрическими уравнениями прямой.  

Придавая  различные значения, получаем координаты любой точки, лежа-

щей на прямой.  

 1;0;3A 

1 0 3

0 1 2

x y y  
 



 0 5;2; 3M    1 1; 1;2M 

 2 3;2; 1M 

0 0 0, ,x y z

0M ; ;m n p 1 2M M

5 2 3

2 3 3

x y z  
 



l

S
l Oy 0n 

0 0 0

0

x x y y z z

m p

  
 

0 0 0x x y y z z

m n p

  
 

t

0 0 0x x y y z z
t

m n p

  
  

0x x mt  0y y nt  0z z pt 

0

0

0

,

,

.

x x mt

y y nt

z z pt

 


 
  

t



58 

Пример. Найдите точку пересечения прямой  с плоско-

стью .  

Решение. Представим данные уравнения прямой в параметрическом виде, 

для чего перепишем их следующим образом:  

.  

Отсюда  

 или  

 

Для нахождения координат искомой точки нужно решить систему  

 

Заменив в последнем уравнении  и  их значениями из первых трех 

уравнений, найдем  

,  

откуда . Подставив найденное значение  в параметрические уравнения 

прямой, получим: 2, 0, 3    х у z . Следовательно, искомая точка имеет ко-

ординаты  2; 0; 3  .  

3. Уравнения прямой, проходящей через две данные точки  

Пусть требуется найти уравнения прямой , проходящей через точки 

 и .  

Т.к. вектор  параллелен прямой , то мож-

но принять его за направляющий вектор. Искомые уравнения напишем как 

уравнения прямой, проходящей через точку  с направляющим вектором 

:  

. 

Пример. Дан треугольник с вершинами ,  и . 

Составьте уравнения медианы .  

Решение. Находим координаты точки  как середины отрезка :  

1 1 2

3 1 5

x y z  
 



2 4 0x y z   

1 1 2
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  
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  
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x t
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  
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x t
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   
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, , 

. 

Напишем искомые уравнения как уравнения прямой, проходящей через точ-

ки  и :  

 или .  

4. Общие уравнения прямой 

Пусть плоскости 1 1 1 1 0A x B y C z D     и 2 2 2 2 0A x B y C z D     не парал-

лельны. Тогда их система – линия пересечения плоскостей – задает прямую: 

 1 1 1 1

2 2 2 2

0,

0.

A x B y C z D

A x B y C z D

   

   
 

Чтобы перейти от общих уравнений к каноническим, нужно найти точку 

на прямой и направляющий вектор. Для выбора точки можно одну из коорди-

нат принять равной нулю, а две остальные найти из оставшейся системы. 

Направляющий вектор S  перпендикулярен нормальным векторам плоско-

стей  1 1 1 1; ;N A B C  и  2 2 2 2; ;N A B C , а значит, коллинеарен их векторному 

произведению 1 2N N . 

Пример. Привести общие уравнения прямой  4 2 0,

2 3 0

   

   

x y z

x y z
 к канониче-

скому виду. 

Решение. Найдём точку, лежащую на прямой. Для этого выберем произ-

вольно одну из координат, например, 0y   и решим систему уравнений: 

 2 0,

2 3 0.

x z

x z

  

  
 Получим точку  1; 0; 1М  . 

Нормальные векторы плоскостей:  1 1;4; 1N    и  2 2;1; 1N   . Их вектор-

ное произведение  1 2 3; 1; 7N N     . Поэтому направляющий вектор пря-

мой – это, например, вектор  3;1;7S  .  

Следовательно, уравнение прямой l: 
1 1

3 1 7

x y z 
  . 

5. Взаимное расположение двух прямых в пространстве 

Пусть прямые  и  заданы соответственно каноническими уравнениями 

 и . 

Прямые параллельны, если их направляющие векторы коллинеарны, т.е. ус-

ловие параллельности прямых: 

1 3
1

2 2
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x x
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  
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 
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. 

Под углом  между прямыми будем понимать угол между их направляю-

щими векторами. Тогда  

. 

Однако следует иметь ввиду, что две непараллельные прямые в пространст-

ве могут как пересекаться, так и скрещиваться. 

Для того, чтобы две непараллельные прямые в пространстве лежали в одной 

плоскости, нужно, чтобы векторы  

 1 1 1 1; ;S m n p ,  2 2 2 2; ;S m n p  и 

 2 1 1 2 1 2 1 2; ;М М х х y y z z     

были компланарны (рис. 39). 

Значит, их смешанное произведение 

1 2 2 1S S М М  должно быть равно нулю. Значит, 

условие пересечения двух непараллельных пря-

мых в пространстве в координатах: 

1 1 1

2 2 2

1 2 1 2 1 2

0

m n p

m n p

х х y y z z



  

. 

6. Взаимное расположение прямой и плоскости в пространстве 

Пусть прямая  и плоскость  заданы своими уравнениями:  

,                                         (17) 

.                                           (18) 

Решая задачи на прямую и плоскость, следует помнить, что для прямой (17) 

основной характеристикой является на-

правляющий вектор  ; ;S m n p , а 

для плоскости (18) – нормальный вектор 

 ; ;N A B C .  

Угол между прямой и плоскостью. 

Предположим, что прямая  не параллель-

на плоскости  и не перпендикулярна ей. 

Из рис. 40 видно, что синус угла  между 

прямой  и плоскостью  равен косинусу 

острого угла , образованного на-
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 
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
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Рис. 41 

2l2М

2S

1l

1М
1S

Рис. 39 




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правляющим вектором  прямой  и нор-

мальным вектором  плоскости , т.е.  

.  

Если же векторы  и  направлены 

под тупым углом (рис. 41), то  

.  

Можно записать: 

. 

Но  

,  

следовательно, 

.                        (19) 

Пример. Найдите угол между прямой  

  

и плоскостью .  

Решение. Имеем:  и . По формуле (19):  

, 

откуда .  

Условие параллельности прямой и плоскости. Прямая  и плоскость  

параллельны друг другу в том и только в том случае, когда векторы  и  

взаимно перпендикулярны. А для этого необходимо и достаточно, чтобы 

 или, в координатной форме,  

.                                            (20) 

Формула (20) справедлива и в случае , – она дает просто .  

Пример. При каком значении  прямая  

  

параллельна плоскости 3 2 8 0x y z    ?  

Решение. По формуле (20) имеем , откуда .  

S l

N 

sin sin cos
2


  

 
   

 

S N

sin sin cos
2


  

 
    

 

sin cos 

2 2 2 2 2 2
cos

Am Bn Cp

A B C m n p


 


    

2 2 2 2 2 2
sin

Am Bn Cp

A B C m n p


 


    

1 2 1

2 1 2

x y z  
 

2 4 0x y z   

2, 1, 2, 2, 1m n p A B     1C  

 
22 2 2 2 2

2 2 1 1 1 2 3 6
sin

63 62 1 1 2 1 2


    

  

     

6
аrcsin

6
 

l 

S N

0N S 
0Am Bn Cp  

l  sin 0 

m
2 1

2 2

x y z

m

 
 



3 2 4 0m   2m 





l

Рис. 45
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

S
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Условие перпендикулярности прямой и плоскости. Прямая  и плос-

кость  перпендикулярны в том и только в том случае, когда векторы  и  

параллельны друг другу. А для этого необходимо и достаточно, чтобы их коор-

динаты были пропорциональны, т.е.  

.                                                  (21) 

Пример. При каких значениях  и  прямая  

 

перпендикулярна плоскости 2 3 0x By Cz    ?  

Решение. Из уравнения прямой имеем , а из уравнения 

плоскости: . Подставив эти значения в (21), получаем , откуда 

 и .  

Пример. Найти точку пересечения прямой  с плоскостью 

.  

Решение. Представим уравнения прямой в параметрическом виде:  

.  

Отсюда  

 или  

Для нахождения координат искомой точки нужно решить систему  

 

Заменив в последнем уравнении  и  их значениями из первых трех 

уравнений, найдем  

,  

откуда .  

Подставив найденное значение  в параметрические уравнения прямой, по-

лучим: , , .  

Следовательно, искомая точка имеет координаты .  

l

 S N

A B C

m n p
 

B C

3 3 ,

3 2 ,

4

x t

y t

z t

 


  
  

3, 2, 1m n p   
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B C
 


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x y z  
 


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
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  
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 2;0;3



63 

7. Расстояние от точки до прямой в пространстве 

Пусть дана точка  1 1 1; ;N x y z  и прямая l , заданная каноническими уравне-

ниями 0 0 0x x y y z z

m n p

  
  . Найдем расстояние d  от точки до прямой. 

Отметим на прямой точку 

 0 0 0 0; ;М x y z  и от этой точки отложим 

вектор  ; ;S m n p . Построим вектор  

 0 1 0 1 0 1 0; ;М N x x y y z z    . 

На векторах 0М N  и S  построим парал-

лелограмм (рис. 42). Высота этого парал-

лелограмма и есть искомое расстояние.  

Площадь параллелограмма равна 0S d S М N S    . 

Отсюда получаем 
0М N S

d
S


 . 

8. Расстояние между скрещивающимися прямыми 

Пусть прямые 1l  и 2l  заданы каноническими уравнениями: 

1 1 1
1

1 1 1

:
x x y y z z

l
m n p

  
  , 

2 2 2
2

2 2 2

:
x x y y z z

l
m n p

  
  . 

Предположим, что они скрещиваются. Под расстоянием между ними бу-

дем понимать расстояние от точки на пря-

мой 1l  до плоскости, проходящей через 2l  

параллельно 1l .  

На рис. 43 это расстояние равно высо-

те параллелепипеда. В основании этого па-

раллелепипеда лежит параллелограмм, по-

строенный на направляющих векторах пря-

мых, его боковые ребра параллельны векто-

ру 1 2M M . 

Из уравнений прямых можно найти ко-

ординаты точек, лежащих на прямой:  

 1 1 1 1 1; ;M x y z l  и  2 2 2 2 2; ;M x y z l , 

а также координаты направляющих векто-

ров:  

 1 1 1 1 1; ;S m n p l  и  2 2 2 2 2; ;S m n p l . 

N

l

0М

d

S

Рис. 42 

1S

2S

1l

d

2l

1M

2M

Рис. 43 
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Отложим векторы 1S  и 2S  от точки 1M . Построим на этих векторах парал-

лелограмм – основание параллелепипеда. Боковым ребром будем считать отре-

зок 1 2M M . 

Вычислим объем параллелепипеда двумя способами: 

1 2оснV d S d S S     ,  

1 2 1 2V S S M M . 

Отсюда 
1 2 1 2

1 2

S S M M
d

S S



. 

Контрольные вопросы 

1. Запишите уравнение прямой, проходящей через заданную точку парал-

лельно данному вектору. Объясните геометрический смысл всех параметров, 

входящих в уравнение. 

2. Запишите параметрическое уравнение прямой. Объясните геометриче-

ский смысл всех параметров, входящих в уравнение. 

3. Запишите уравнение прямой, проходящей через две данные точки. Объ-

ясните геометрический смысл всех параметров, входящих в уравнение. 

4. Приведите условие параллельности двух прямых. 

5. Приведите условие перпендикулярности двух прямых. 

6. Запишите формулу для нахождения угла между прямыми. 

7. Запишите формулу для нахождения угла между прямой и плоскостью. 

8. Приведите условие параллельности прямой и плоскости. 

9. Приведите условие перпендикулярности прямой и плоскости. 

КРИВЫЕ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

1. Окружность и ее уравнение 

Как известно, окружностью называется множество всех точек плоскости, 

одинаково удаленных от данной точки, называемой центром.  

Пусть дана окружность радиуса r  с 

центром в точке  1 ;O a b . Требуется со-

ставить ее уравнение. Возьмем на данной 

окружности произвольную точку 

 ;M x y  (рис. 44). Имеем  

   
2 2

1O M r x a y b r        

   
2 2 2x a y b r     .  

Итак, уравнению  

   
2 2 2x a y b r                (22) 

 ;M x y

x

y

0

 1 ;O a b

Рис. 29Рис. 44 
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удовлетворяют координаты произвольной точки окружности.  

Если центр окружности находится в начале координат, т.е. если 0a b  , то 

уравнение (22) примет вид 2 2 2x y r  . 

Пример. Составьте уравнение окружности радиуса 5r   с центром в точке 

 1 3; 2O  .  

Решение. Имеем: 5, 3r a   и 2b   . Подставив эти значения 

в уравнение (22), получим    
2 2

3 2 25x y    .  

2. Эллипс и его каноническое уравнение 

Определение. Эллипсом называется множество всех точек плоскости, сумма 

расстояний от каждой из которых до двух данных точек той же плоскости, на-

зываемых фокусами, есть величина постоянная, большая расстояния между фо-

кусами.  

Составим уравнение эллипса, фокусы 1F  и 2F  которого лежат на оси Ox  и 

находятся на одинаковом расстоянии от начала координат (рис. 45).  

 
 

Обозначив  (фокусное расстояние), получим  и . 

Пусть  – произвольная точка эллипса. Расстояния  и  

называются фокальными радиусами точки . Положим  

 . (23) 

Тогда, согласно определению эллипса,  – величина постоянная и 

.  

По формуле расстояния между двумя точками находим:  

 
2 2

1r x c y    и  
2 2

2r x c y   . 

Подставив найденные значения 1r  и 2r  в равенство (23), получим уравнение 

эллипса:  

    
2 22 2 2x c y x c y a      . (24) 

1 2 2F F c  1 ;0F c  2 ;0F c

 ;M x y 1 1r F M 2 2r F M

M

1 2 2r r a 

2a

2 2a c a c  

x

y

0

1r2r

 2 ;0F c  1 ;0F c

 ;M x y

Рис. 30Рис. 45 
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Преобразуем уравнение (12):  

   
2 22 22x c y a x c y        

2 2 22x cx c y      
22 2 2 2 24 4 2a a x c y x cx c y         

 
2 2 2a x c y а cx       

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 22 2a x a cx a c a y a a cx c x         

   2 2 2 2 2 2 2 2a c x a y a a c     .  

Имеем: 2 2 0a c a c    ; положим  
2 2 2a c b  ; 

последнее уравнение примет вид  
2 2 2 2 2 2b x a y a b  , 

или  

 

2 2

2 2
1

x y

a b
  . (25) 

Т.к. координаты x  и y  любой точки M  эллипса удовлетворяют уравне-

нию (24), то они удовлетворяют и уравнению (25).  

Уравнение (25) называется каноническим уравнением эллипса.  

3. Исследование формы эллипса по его уравнению 

Определим форму эллипса по его каноническому уравнению (25). 

1. Координаты точки  0;0O  не удовлетворяют уравнению (25), поэтому эл-

липс, определяемый этим уравнением, не проходит через начало координат.  

2. Найдем точки пересечения эллипса с координатными осями. Положив 

в уравнении (25) , найдем . Следовательно, эллипс пересекает ось 

 в точках  и 

. Положив в 

уравнении (25) , 

найдем точки пересечения 

эллипса с осью : 

 и  

(рис. 46).  

3. Т.к. в уравнение (25) 

переменные  и  вхо-

дят только в четных сте-

пенях, то эллипс симмет-

ричен относительно коор-

динатных осей, а, следо-

вательно, и относительно 

0y  x a 

Ox  1 ;0A a

 2 ;0A a

0x 

Oy

 1 0;B b  2 0;B b

x y

x

y

 1 0;B b

0

y b

y b 

x a  x a

 2 0;B b

 2 ;0A a

 2 ;0F c  1 ;0F c

 1 ;0A a

Рис. 31Рис. 46 
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начала координат.  

4. Определим область изменения переменных x  и y . Переписав уравнение 

эллипса (25) в виде  
2

2 2

2
1

y
x a

b

 
   

 

, 

получим 

2

2
1 0

y

b
  , откуда y b , или b y b   .  

Аналогично доказывается, что x a , т.е. a x a   .  

Таким образом, все точки эллипса находятся внутри прямоугольника, огра-

ниченного прямыми , ,x a x a y b     и y b   (рис. 40).  

5. Переписав уравнение (25) соответственно в виде  

2 2b
y a x

a
    и 2 2a

x b y
b

   , 

мы видим, что при возрастании x  от 0 до a  величина y  убывает от b  до 0, а 

при возрастании y  от 0 до b  величина x  убывает от a  до 0. Эллипс имеет 

форму, изображенную на рис. 47.  

 
 

Точки  пересечения эллипса с координатными осями называют-

ся вершинами эллипса.  

Отрезок   называется большой 

осью эллипса, а отрезок   – малой осью. Оси  и  

являются осями симметрии эллипса, а точка  – центром симметрии (или про-

сто центром) эллипса.  

1 2 1 2, , ,A A B B

 1 2A A     1 2 1 1 2 2 1 22 , ,A A a F A A F A A  

 1 2B B  1 2 2B B b  1 2A A  1 2B B

0

x

y

02F 1F

1r2r

2B

1B

2A
1A

 ;M x y

Рис. 32Рис. 47 
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Пример. Определите длины осей и координаты фокусов эллипса 
2 224 49 1176x y  .  

Решение. Разделив обе части данного уравнения на 1176, приведем его к ка-

ноническому виду  
2 2

1
49 24

x y
  .  

Отсюда  
2 49 7 2 14a a a     ,  

2 24 2 6 2 4 6b b b     .  

Имеем  

2 2 2 2 2 49 24 5b a c c a b        .  

Следовательно,  1 5;0F  и  2 5;0F  .  

Пример. Составьте каноническое уравнение эллипса, если фокусное рас-

стояние равно 10, а малая ось равна 6.  

Решение. Имеем:  

2 10 5, 2 6 3c c b b      ,  
2 2 2 2 2 2 9 25 34b a c a b c        .  

Следовательно,  
2 2

1
34 9

x y
  .  

Мы рассмотрели эллипс, у которого b a . Если же b a , то уравнение  
2 2

2 2
1

x y

a b
   

определяет эллипс, фокусы которого лежат на оси Oy . В этом случае длина 

большой оси равна 2b , а малой 2a . Кроме того, ,a b  и c  связаны между собой 

равенством  
2 2 2a b c  . 

4. Гипербола 

Гиперболой называется множество точек плоскости, модуль разности рас-

стояний от каждой из которых до двух данных точек, называемых фокусами, 

есть величина постоянная, меньшая расстояния между фокусами.  

Составим уравнение гиперболы, фокусы которой 1F  и 2F , лежат на оси Ox  

и находятся на одинаковом расстоянии от начала координат (рис. 48).  
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Обозначив 1 2 2F F c , получим  1 ;0F c  и  2 ;0F c . Пусть  ;M x y  – произ-

вольная точка гиперболы. Расстояния 1 1r F M  и 2 2r F M  называются фо-

кальными радиусами точки M . Согласно определению гиперболы 

 1 2 2r r a  , (26) 

где 2a  – величина постоянная и 2 2a c a c   . Подставив  

 
2 2

1r x c y    и  
2 2

2r x c y     

в равенство (13), получим уравнение гиперболы  

    
2 22 2 2x c y x c y a      .  (27) 

Уравнение (27) можно привести к более простому виду:  

   
2 22 2 2x c y x c y a         

   
2 22 2 2x c y x c y a         

2 2 22x cx c y      
22 2 2 2 22 4 4x cx c y a x c y a         

 
2 2 2a x c y cx a       

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 42 2a x a cx a c a y c x a cx a         

   2 2 2 2 2 2 2 2c a x a y a c a     . 

Имеем: 2 2 0a c c a    . Положим  
2 2 2c a b  ; 

тогда последнее равенство принимает вид 
2 2 2 2 2 2b x a y a b  ,  

или  

 

2 2

2 2
1

x y

a b
  . (28) 

Рис. 33

y

x0

 ;M x y

 2 ;0F c  1 ;0F c

2r 1r

Рис. 48 
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Т.к. координаты x  и y  любой точки M  гиперболы удовлетворяют уравне-

нию (27), то они удовлетворяют и уравнению (28).  

Уравнение (28) называется каноническим уравнением гиперболы.  

5. Исследование формы гиперболы по ее уравнению 

Определим форму гиперболы по ее каноническому уравнению (28). 

1. Координаты точки  0;0O  не удовлетворяют уравнению (28), поэтому 

гипербола, определяемая этим уравнением, не проходит через начало коорди-

нат.  

2. Найдем точки пересечения гиперболы с осями координат. Положив 

в уравнении (28) 0y  , найдем x a  . Следовательно, гипербола пересекает 

ось Ox  в точках  1 ;0A a  и  2 ;0A a . Положив в уравнении (28) 0x  , получим 

2 2y b  , а это означает, что система  

2 2

2 2
1,

0

x y

a b

x


 


 

 

не имеет действительных решений. Следовательно, гипербола не пересекает 

ось Oy .  

3. Т.к. в уравнение (28) переменные x  и y  входят только в четных степенях, 

то гипербола симметрична относительно координатных осей, а, следовательно, 

и относительно начала координат.  

4. Определим область изменения переменных x  и y ; для этого из уравне-

ния (28) находим: 2 2b
y x a

a
   , 2 2a

x y b
b

   . 

Из  следует, что x a , т.е. x a  или x a  ; 

из  следует, что y  – любое действительное число. Таким обра-

зом, все точки гиперболы расположены слева от прямой x a   и справа 

от прямой x a .  

Гипербола имеет форму, изображенную на рис. 49. Точки  1 ;0A a  и 

 2 ;0A a  пересечения гиперболы с осью Ox  называются вершинами гипербо-

лы.  

 

2 2b
y x a

a
  

2 2a
x y b

b
  
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Отрезок , , соединяющий вершины гиперболы, называется 

действительной осью. Отрезок  1 2В В , 1 2 2В В b , называется мнимой осью. 

Число a  называется действительной полуосью, число b  – мнимой полуосью. 

Оси  1 2А А  и  1 2В В  являются осями симметрии гиперболы. Точка О  пересече-

ния осей симметрии называется центром гиперболы. У гиперболы (28) фокусы 

1F  и 2F  всегда находятся на действительной оси.  

Пример. Составьте уравнение гиперболы, вершины которой находятся 

в точках  1 5;0A  и  2 5;0A  , а расстояние между фокусами равно 14.  

Решение. Имеем: 5a  , 1 2 2 14 7F F c c    . По формуле 
2 2 2b c a   на-

ходим  
2 2 27 5 24b    .  

Следовательно, искомое уравнение будет  
2 2

1
25 24

x y
  .  

Пример. Составьте каноническое уравнение гиперболы с фокусами на оси 

Ox , если длина ее действительной оси равна 16 и гипербола проходит через 

точку  10; 3A   .  

Решение. Имеем: 2 16 8a a   . Положив в уравнении (28) 5a  , 10x    и 

3y   , получим  

2

2

100 9
1 16

64
b

b
    .  

Следовательно,  

 1 2A A 1 2 2A A a

x

y

0

2r

x a  x a

 2 ;0F c  2 ;0A a  1 ;0A a
 1 ;0F c

 1 0;B b

 2 0;B b

1r

Рис. 34Рис. 49 
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2 2

1
64 16

x y
  . 

Определение. Эксцентриситетом гиперболы называется отношение рас-

стояния между фокусами к длине действительной оси и обозначается буквой  :  

2

2

c c

a a
   . 

Из формулы 2 2 2b c a   следует, что 
2 2c a b  , поэтому  

 
2 2

1
a b

a



  . (29) 

Прямые 
b

y x
a

   называются асимптотами гиперболы. Ветви гиперболы 

неограниченно приближаются к этим прямым при удалении точки от начала 

координат (рис. 50). 

 

Пример. Найдите эксцентриситет гиперболы 2 216 9 144x y  .  

Решение. Имеем:  

22 2
2 2

2

9 3,
16 9 144 1

9 16 16 4.

a ax y
x y

b b

   
      

  

 

По формуле (29) находим  

2 2 9 16 5

3 3

a b

a


 
   .  

x

y

2F

1B

2B

2A 1A0 1F

Рис. 35Рис. 50 
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6. Парабола и ее каноническое уравнение 

Определение. Параболой называется множество всех точек плоскости, каж-

дая из которых одинаково удалена от данной точки, называемой фокусом, и 

от данной прямой, не проходящей через данную точку и называемой директри-

сой.  

Составим уравнение параболы, фокус F  которой лежит на оси Ox , а дирек-

триса d  параллельна оси Oy  и удалена от нее на такое же расстояние, как и фо-

кус от начала координат (рис. 51).  

Расстояние от фокуса F  до директрисы d  называется параметром параболы 

и обозначается через  0p p  . Из рис. 51 видно, что p FK , следовательно, 

фокус имеет координаты ;0
2

p
F
 
 
 

, а уравнение директрисы имеет вид 
2

p
x   , 

или 0
2

p
x   .  

  
 

Пусть  ;M x y  – произвольная точка параболы. Соединим точки M  и F  и 

проведем MN d . Непосредственно из рис. 51 видно, что  

2

p
MN x  ,  

а по формуле расстояния между двумя точками  

2
2

2

p
MF x y

 
   

 
. 

Согласно определению параболы  

MF MN ,  

следовательно,  

x

y

0K

d
;0

2

p
F
 
 
 

 ;M x y
;0

2

p
N
 
 
 

2

p
x  

Рис. 36Рис. 51 
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2
2

2 2

p p
x y x

 
    

 
. (30) 

Уравнение (30) является искомым уравнением параболы. Для упрощения 

уравнения (30) преобразуем его следующим образом:  

2
2

2 2

p p
x y x

 
     

 
 

2 2
2 2 2

4 4

p p
x px y x px       . 

Последнее уравнение равносильно уравнению 

 2 2y px . (31) 

Координаты x  и y  точки M  параболы удовлетворяют уравнению (30), а 

следовательно, и уравнению (31).  

Уравнение (31) называется каноническим уравнением параболы.  

7. Исследование формы параболы по ее уравнению 

Определим форму параболы по ее каноническому уравнению (31). 

1. Координаты точки  0;0O  удовлетворяют уравнению (31), следовательно, 

парабола, определяемая этим уравнением, проходит через начало координат.  

2. Т.к. в уравнение (31) переменная y  входит только в четной степени, то 

парабола 2 2y px  симметричная относительно оси абсцисс.  

3. Из формулы (31) следует, что 
2

2


y
x

p
.  

Т.к. 0p  , то 0x  . Следовательно, парабола 2 2y px  расположена справа 

от оси Oy .  

4. При возрастании абсциссы x  от 0 до   ордината y  изменяется от 0 

до  , т.е. точки параболы неограниченно удаляются как от оси Ox , так и от 

оси Oy .  

Парабола  имеет форму, изображенную на рис. 52. Ось  являет-

ся осью симметрии параболы. Точка  пересечения параболы с осью 

симметрии называется вершиной параболы. Отрезок  называется фокаль-

ным радиусом точки .  

5. Если фокус параболы лежит слева от оси , а директриса справа от нее, 

то ветви параболы расположены слева от оси  (рис. 53 а). Уравнение такой 

параболы имеет вид . 

Координаты фокуса ; директриса определяется уравнением 
2

p
x  .  

2 2y px Ox

 0;0O

 FM

M
Ox

Oy
2 2y px 

;0
2

p
F
 
 
 



75 

6. Если фокус параболы имеет ко-

ординаты , а директриса  за-

дана уравнением 
2

p
y   , то ветви па-

раболы направлены вверх (рис. 53 б), а 

ее уравнение имеет вид . 

7. Наконец, если фокус параболы 

имеет координаты , а дирек-

триса  задана уравнением 
2

p
y  , то 

ветви параболы направлены вниз 

(рис. 53 в), а ее уравнением имеет вид 
2 2x py  . 

 

 

0;
2

p
F
 
 
 

d

2 2x py

0;
2

p
F
 

 
 

d

x

y

2

p
x 

d

a)

;0
2

p
F
 
 
 

2 2y px 

0 x

y

2

p
y  

d

0;
2

p
F
 
 
  2 2x py

0

б)

x

y

2

p
y 

d

2 2x py 
0

в)

0;
2

p
F
 

 
 

Рис. 38Рис. 53 

x

y

2

p
x 

0

2 2y px

;0
2

p
F
 
 
 

Рис. 37

2

p
x  

Рис. 52 
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Пример. Дана парабола 2 8x y . Найдите координаты ее фокуса и составьте 

уравнение директрисы.  

Решение. Данная парабола симметрична относительно оси Oy , ветви на-

правлены вверх. Сравнивая данное уравнение с уравнением 2 2x py , находим:  

2 8 4 2
2

p
p p     . 

Следовательно, фокус имеет координаты  0;2F , а уравнение директрисы 

будет 2y    или 2 0y   .  

Пример. Составьте уравнение параболы с вершиной в начале координат, 

директриса которой задана уравнением 3x  .  

Решение. Из условия задачи следует, что парабола симметрична относи-

тельно оси Ox  и ветви расположены слева от оси Oy , поэтому искомое уравне-

ние имеет вид 2 2x py  . Т.к. 3
2

p
 , то 6p   и, следовательно, 2 12x y  . 

Контрольные вопросы 

1. Выведите уравнение окружности. 

2. Выведите уравнение эллипса. 

3. Что называется полуосями, вершинами, фокусами, эксцентриситетом, ди-

ректрисами эллипса. Приведите соответствующие формулы и уравнения. По-

кажите все перечисленные объекты на чертеже. 

4. Выведите уравнение гиперболы. 

5. Что называется полуосями, вершинами, фокусами, эксцентриситетом, ди-

ректрисами, асимптотами гиперболы. Приведите соответствующие формулы и 

уравнения. Покажите все перечисленные объекты на чертеже. 

6. Выведите уравнение параболы. 

7. Что называется параметром, вершиной, фокусом, директрисой параболы. 

Приведите соответствующие формулы и уравнения. Покажите все перечислен-

ные объекты на чертеже. 

ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

1. Метод сечений 

По определению поверхность второго порядка имеет уравнение  
2 2 2

11 22 33 12 132 2a x a y a z a xy a xz      

23 1 2 32 2 2 2 0a yz b x b y b z c      .                         (32) 

Выбором подходящей системы координат уравнение (32) приводится к од-

ному из видов:  

I. 2 2 2
1 2 3 1 0x y z c      ;  

II. 2 2
1 2 1 0x y c    ;  

III. 2 2
1 2 2 0x y z     ;  
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IV. 2
2 12 0y x   ;  

V. 2
1 1 0x c   .  

Исследование формы поверхности второго порядка удобно проводить мето-

дом сечений. Сущность метода состоит в том, что рассматриваются линии пе-

ресечения данной поверхности с различными плоскостями, параллельными ко-

ординатным плоскостям. Покажем применение этого метода на примере иссле-

дования формы поверхности S , заданной уравнением 

2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
   . Эта по-

верхность называется однополостным гиперболоидом.  

Вначале будем проводить сечения поверхности координатными плоскостя-

ми. Если этих сечений недостаточно для представления формы поверхности, то 

проводят сечения плоскостями, параллельными координатным плоскостям.  

Линия пересечения поверхности S  с плоскостью Oху  определяется уравне-

ниями:  

 

2 2

2 2
1,

0.

x y

a b

z


 


 

 (33) 

Уравнения (33) определяют эллипс, лежащий в плоскости Oху  (рис. 54).  

Линия пересечения S  с плоскостью Oуz  определяются уравнениями:  

2 2

2 2
1,

0.

y z

b c

x


 


 

        (34) 

Уравнения (34) опреде-

ляют гиперболу, изображен-

ную сплошной линией 

на рис. 54.  

Линия пересечения S 

с плоскостью Оxz  определя-

ется уравнениями: 

 
2 2

2 2
1,

0.


  

 

x z

a c
y

       (35) 

 

 

Уравнения (35) определяют гиперболу, изображенную пунктирной линией 

на рис. 54. Вершины полученных гипербол совпадают с вершинами эллипса.  

Из рис. 54 еще нечетко представляется вид поверхности S . Поэтому допол-

нительно проведем сечения поверхности S  плоскостями, параллельными Oху . 

y

x

z

0

Рис. 46Рис. 54 
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Такая плоскость задается уравнением z h . 

Тогда линия l  пересечения поверхности S  

с этой плоскостью определяется уравнения-

ми:  
2 2 2

2 2 2
1 ,

.

x y h

a b c

z h


  


 

 

Обозначим 
2

1 2
1

h
a a

c
   и 

2

1 2
1

h
b b

c
  , 

получим уравнения линии l :  
2 2

2 2
1 1

1,

, .

x y

a b

z h h


 




 

 

Это уравнение эллипса в плоскости z h . 

Отметим, что с увеличением h  полуоси эл-

липса возрастают (рис. 54), а вершины эл-

липса лежат на гиперболах (34) и (35).  

По рис. 55 мы имеем более полное представление о форме поверхности.  

2. Сводная таблица 

В табл. 2 приведены уравнения, названия и чертежи основных видов по-

верхностей второго порядка.  

Таблица 2  

№ Уравнение Название Чертеж 

1 
22 2

2 2 2
1

yx z

a b c
    эллипсоид 

 

2 
22 2

2 2 2
1

yx z

a b c
    

однополостной  

гиперболоид 

 

z
c

a b y

x

z

a b y
x

y

x

z

0

Рис. 47Рис. 55 



79 

№ Уравнение Название Чертеж 

3 
22 2

2 2 2
1

yx z

a b c
     

двуполостной  

гиперболоид 

 

4 
22 2

2 2 2
0

yx z

a b c
    

эллиптический  

конус 

 

5 
22

2 2

yx
z

a b
   

эллиптический  

параболоид 

 

 

6 
22

2 2

yx
z

a b
   

гиперболиче-

ский параболо-

ид 

 

z

c

y
x

z

y

x

z

y

x

z

y

x
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№ Уравнение Название Чертеж 

7 
22

2 2
1

yx

a b
   

эллиптический  

цилиндр 

 

8 
22

2 2
1

yx

a b
   

гиперболиче-

ский 

цилиндр 

 

9 2 2y px  

параболиче-

ский 

цилиндр 

 

Контрольные вопросы 

1. Как строить поверхность, используя метод сечений? 

2. Перечислите основные виды поверхностей второго порядка. Приведите 

их названия и уравнения, изобразите их схематически. 

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

1. Основные понятия 

Комплексным числом называется упорядоченный набор действительных чи-

сел  ; , ,a b a b . Множество всех комплексных чисел обозначается . 

Суммой двух комплексных чисел  1 1 1;z a b  и  2 2 2;z a b  называется 

комплексное число  1 2 1 2 1 2;z z z a a b b     . 

Произведением двух комплексных чисел  1 1 1;z a b  и  2 2 2;z a b  называ-

ется комплексное число  1 2 1 2 1 2 1 2 2 1;z z z a a b b a b a b    . 

Пусть  ;z a b .  

z

a b
y

x

z

yx

z

yx
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Число a  называется действительной частью комплексного числа z , обо-

значается Re z , число b  называется мнимой частью комплексного числа z , 

обозначается Im z . 

Два комплексных числа  1 1 1;z a b  и  2 2 2;z a b  называются равными, ес-

ли 1 2a a  и 1 2b b , т.е. равны их действительные и мнимые части. 

Основные свойства операций над комплексными числами 

1. 1 2 2 1z z z z   . 

2.    1 2 3 1 2 3z z z z z z     . 

3. 1 2 2 1z z z z . 

4.    1 2 3 1 2 3z z z z z z . 

5.  1 2 3 1 3 2 3z z z z z z z   . 

Комплексное число  ; 0a  отождествляется с действительным числом a . 

Поэтому вместо  ; 0a  будем писать a . Например,  2; 0 2 ,  0; 0 0 . 

Число  ;a b   называется противоположным к числу  ;z a b . Оно обо-

значается z . При этом   0z z   .  

Получить это число можно как  1 z . 

Комплексное число  0; 1  называется мнимой единицей и обозначается i : 

 0; 1 i . 

При этом     2 0, 1 0, 1 1, 0 1i      . 

Произвольное число  ;z a b  представим в виде  

          ; ; 0 0; ; 0 ; 0 0; 1z a b a b a b a bi       . 

Эта запись называется алгебраической формой записи комплексного числа. 

Пример.  Re 1 2 1i    ,  Im 1 2 2i   . 

Разностью комплексных чисел 1z  и 2z  называется комплексное число 

1 2z z z   такое, что 2 1z z z  .  

Пусть z a bi  . Тогда  

       2 2 2 2 2 1 1z z a bi a b i a a b b i a b i           . 

Отсюда следует, что 2 1a a a   и 1 2a a a  , 2 1b b b   и 1 2b b b  .  

Т.е.    1 2 1 2 1 2z z a a b b i     . 

Пример. Найдите 1 2z z , 1 2z z , если 1 1 2z i  , 2 3 4z i  . 

Решение.  

       1 2 1 2 3 4 1 3 2 4 4 2z z i i i i           . 

   2
1 2 1 2 3 4 3 8 6 8 11 2z z i i i i i i         . 

Примеры. 

1.        2 1 3 2 1 1 3 1 2i i i i            . 
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2.        2 1 3 2 1 1 3 3 4i i i i            . 

3.           2 1 3 2 1 2 3 1 3i i i i i i                

 22 6 3 2 3 6 1 1 7i i i i i            . 

4.  
2 21 1 2 1 2 1 2i i i i i        . 

Отношением числа 1z  к числу 2 0z   называется число 1

2

z
z

z
  такое, что 

2 1z z z .  

Можно так же, как и для разности, вывести формулу нахождения частного, 

но мы при делении комплексных чисел ее использовать не будем. Далее у нас 

будет практический способ нахождения частного двух комплексных чисел. 

Число a bi  называется комплексно сопряженным к числу z a bi   и обо-

значается z . При этом 2z z a  , 2 2z z a b  , т.е. сумма и произведение числа 

и комплексно сопряженного к нему являются действительными числами. 

Свойства комплексно сопряженных чисел 

1. 1 2 1 2z z z z   . 

2. 1 2 1 2z z z z   . 

3. 1 2 1 2z z z z   . 

4. 1 1
2

2 2

, 0
z z

z
z z

 
  

 
. 

Докажем, что 1 2 1 2z z z z   . 

Пусть 1 1 1z x iy  , 2 2 2z x iy  . Тогда  

       1 2 1 2 1 2 1 2 2 1z z x x y y i x y x y         

 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2x x y y i x y x y z z      . 

Упражнение. Докажите равенства: 2Rez z z  , 2 Imz z i z  , 

1 2 1 2z z z z   , 1 2 1 2z z z z   ,  z z , z z , 
2

z z z  . 

Для того, чтобы найти частное 1

2

z

z
, нужно домножить числитель и знамена-

тель на число 2z , т.е. вычислить 1 2

2 2

z z

z z
. Это практическое правило вычисления 

отношения комплексных чисел. 

Число w  называется обратным к 0z  , если 1z w  . Это число обозначается 

1z  и находится по формуле 1 1 z
z

z z z

   . 

Пример. 
  
  

2

2 2

2 7 32 7 6 2 21 7 1 23 1 23
3 4 4 43 3 3

i ii i i i i
i

i i i i

      
     

   
. 
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Пример. Найдите действительную и мнимую части, модуль комплексного 

числа  и число, сопряженное к нему. 

Решение. Сначала заметим, что   4 2 2 1 1 1i i i      . Значит, 5i i , 

 
4

19 4 2i i i i i     .  

Отсюда 
  

  
 

2 12 1 1 3
2 1 3

1 1 1 2 2 2

i ii
z i i

i i i

 
      
     

.  

Поэтому 
1

Re
2

z  , 
3

Im
2

z  , 
1 9 5

4 4 2
z    , 

1 3

2 2
z i  . 

Упражнение. Найдите действительную и мнимую часть комплексного чис-

ла z , модуль z  и число, сопряженное к z : 1) 
5 2

1

i
z

i





, 2) 

3

2 3

i
z

i





, 

3) 
1

1

i
z

i

 



, 4) 

21

9

3 4

1 3

i
z

i





, 5) 

362

4

i
z

i



, 6) 

7

11

3 2

2 3

i
z

i





. 

2. Геометрическая интерпретация комплексного числа 

Комплексные числа можно изобразить на декар-

товой плоскости (рис. 56). Эта плоскость называется 

комплексной плоскостью. Ось абсцисс называется 

действительной осью, ось ординат – мнимой. 

На этой плоскости комплексному числу z a bi   

соответствует точка с координатами  ;a b  или век-

тор с теми же координатами, отложенный от начала 

координат. 

 

              Рис. 56 

Число 
2 2r z a b    называется модулем, а   – аргументом комплексно-

го числа. Аргумент определяется из условий: cos
a

r
  , sin

b

r
  . 

Аргумент комплексного числа определен неоднозначно, с точностью до сла-

гаемого вида 2 ,k k  . Множество всех значений аргумента обозначается 

Arg z . 

У числа 0 аргумент не определен. 

Выберем одно значение аргумента, например, из промежутка  ;  . Назо-

вем главным значением аргумента. Обозначим его arg z . У точек из нижней 

полуплоскости arg 0z  , из верхней arg 0z  . Найти его можно по формуле: 

5

19

2

1

i
z

i






r





84 

arctg , если 0;

arctg , если 0, 0;

arg arctg , если 0, 0;

, если 0, 0;
2

, если 0, 0.
2

b
a

a

b
a b

a

b
z a b

a

a b

a b













   




   



 

  


 

Замечание. Иногда главное значение аргумента берется из промежутка 

 0;2 .  

Таблица 3  

b

a
 0 

1

3
 1 3  

arctg
b

a
   0 

6


 

4


 

3


 

Пример. Изобразите точку z  на комплексной плоскости, найдите Arg z  и 

arg z , если: 1) 3 3z i  , 2) 2 3 2z i  , 3) 2z i   ,4) 1 2z i   . 

Решение. В каждом случае схематически изобразим точку z , ее радиус-

вектор и угол arg z  .  

          Рис. 57 

 

1) Здесь угол   – острый угол прямоугольно-

го треугольника с одинаковыми равными катета-

ми, равными 3. Отсюда следует, что 

 
3

arctg arg 3 3
3 4

i



 

    
 

,  

 Arg 3 3 2
4

i k


   , k  (рис. 57). 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

        Рис. 58 

2) В данном случае arg z  отсчитывается 

в отрицательном направлении, «по часовой 

стрелке».  

 
2

arctg arg 2 3 2
62 3

i



 

      
 

, 

 Arg 2 3 2 2
6

i k


    , k   (рис. 58). 
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           Рис. 59  

3) Видим, что в этом случае 0  . Найдем 

arg z  из равенства     , где   – смежный 

угол, 
1

arctg
2


 

  
 

. Отсюда следует, что 

 
1

arctg arg 2
2

i 
 

     
 

, 

 
1

Arg 2 arctg 2
2

i k 
 

     
 

, k   (рис. 59). 

 

                  Рис. 60 

4) Точка находится в нижней полуплоскости, 

поэтому аргумент arg 0z  . Находим аргумент 

из условия      . Т.к. arctg2  , следова-

тельно,  

 arg 1 2 arctg2i      , 

 Arg 1 2 arctg2 2i k       , k   (рис. 60). 

3. Тригонометрическая и показательная 

формы записи комплексного числа 

Т.к. cosa r  , sinb r  , то число z a bi   можно записать в виде 

 cos sinz r i   . Это тригонометрическая форма записи комплексного 

числа. 

Утверждение. Если    cos sin cos sinr i i       , где , , ,r     – 

действительные числа, а ,r   положительны, то r  , а углы ,   отличаются 

друг от друга на величину 2 ,k k  . 

Пример. Записать число в тригонометрической форме. 

1)  3 3 2 3 cos sin
4 4

i i
 

   . 

2)  3 3
1 2 cos sin

4 4
i i

 
    . 

3)    2 2 3 4 cos sin
3 3

i i
       

 
. 

4)    5 5
3 2 cos sin

6 6
i i

        
 

. 

5)  3 3 cos0 sin0i  . 

6)  1 1 cos sini    . 
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7)    3 3 cos sin
2 2

i i
       

 
. 

8)  5 5 cos sin
2 2

i i
 

  . 

9)    1 1
2 5 cos arctg sin arctg

2 2
i i    

 
. 

Если воспользоваться формулой Эйлера cos siniе i    , которую мы бу-

дем воспринимать пока как сокращенное обозначение, то можно получить бо-

лее компактную показательную форму записи 
argi i zz rе z е  . 

Например, 64 4 cos sin 2 3 2
6 6

i

e i i


      

         
    

. 

Пример. Представить следующие числа в показательной форме: 1) 1z i  ; 

2) 4 3z i   ; 3) cos sin
7 7

z i
 

   . 

Решение. 1) 2z  , arg
4

z


 , 42
i

z e



 .  

2) 5z  , 
3

arg acrtg
4

z   , 

3
arctg

45
i

z e

 

 
  .  

3) cos sin cos sin
7 7 7 7

i i
       

           
    

  

cos sin
7 7

i
 

 
   

       
   

6

7
6 6

cos sin
7 7

i

i e


    

     
   

. 

Комплексные числа удобно перемножать и делить в тригонометрической 

форме.  

Если    1 1 1 1 2 2 2 2cos sin , cos sinz r i z r i       , то 

    1 2 1 2 1 2 1 2cos sin ,z z r r i         

    1 1
1 2 1 2

2 2

cos sin
z r

i
z r

       . 

Действительно,    1 2 1 1 1 2 2 2cos sin cos sinz z r i r i         

    1 2 1 2 1 2 1 2 1 2cos cos sin sin cos sin sin cosr r i           

    1 2 1 2 1 2cos sinr r i       , 

 
 

  
  

1 1 1 1 1 1 2 21

2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos sin cos sin cos sin

cos sin cos sin cos sin

r i r i iz

z r i r i i

     

     

  
  

  
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   1 2 1 2 1 2 1 21
2 2 2

2 2 2

cos cos sin sin sin cos cos sin

cos sin

ir

r i

       

 

  
 



    1
1 2 1 2

2

cos sin
r

i
r

       . 

Пример. Пусть  1 2 cos sin
4 4

z i
 

  ,  2
3 3

cos sin
4 4

z i
 

  .  

Тогда  

1 2 2 1 (cos sin ) 2z z i        и    1

2

2
cos sin 2

1 2 2

z
i i

z
        

 
. 

Возведение комплексного числа в степень также удобно производить 

в тригонометрической форме. Если  cos sinz r i   , тогда 

 cos sinn nz r n i n    (формула Муавра).  

При 1n   получаем  1 1 cos1 sin1z r i     , что очевидно. 

Считаем доказанной формулу  

    1 1 cos 1 sin 1n nz r n i n      . 

Докажем на этой основе, что  cos sinn nz r n i n   :  

      1 1 cos 1 sin 1 cos sinn n nz z z r n i n r i             

      1 cos 1 sin 1nr r n i n            

 cos sinnr n i n   . 

Значит, требуемая формула доказана (методом математической индукции). 

Пример.        
4

44 4 4
1 2 cos sin 2 cos sin

4 4 4 4
i i i

          
 

 

   4 cos sin 4 1 0 4i i        . 

4. Извлечение корня из комплексного числа 

Корень из ненулевого комплексного числа однозначно определить нельзя. 

Он всегда имеет столько значений, какова его степень. Поэтому в данном раз-

деле мы будем говорить о решении уравнения nw z , где неизвестным служит

, а  – известное комплексное число.  

Но поскольку в школе решение этого уравнения записывалось в виде 
nw z , то, не слишком соблюдая математическую строгость, можно говорить, 

что мы будем извлекать корень n -й степени из комплексного числа z .  

Итак, решаем уравнение 
nw z . 

w z
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Если , то . Пусть 0z  . Запишем число z
 
в тригонометрической 

форме:  cos sinz r i   . Здесь  и  – известные величины. Запишем неиз-

вестное число w
 
в тригонометрической форме:  cos sinw i    . Здесь  и 

 – неизвестны. По формуле Муавра 

 cos sinn nw n i n    . 

Таким образом,    cos sin cos sinn n i n r i       . 

Если два комплексных числа равны, то их модули должны быть равны. По-

этому n r  . В этом соотношении r  и   – положительные числа, следова-

тельно n r  , где справа стоит обычный арифметический корень 

из положительного числа. 

Если два комплексных числа равны, то аргументы у них могут различаться 

только на величину, кратную 2 . Поэтому 2 ,n k k     . Отсюда нахо-

дим, что 
2

,
k

k
n

 



  . 

В итоге получили: 
2 2

cos sinn k k
w r i

n n

     
  

 
, 0, 1, ..., 1k n  . 

Значения k , отличные от указанных в этой формуле, дадут те же значения 

,z  которые можно получить при 0, 1, ..., 1k n  . 

Пример. Найдем корни уравнения 
4 1z   . 

Решение. Запишем число –1 в тригонометрической форме: 

 1 1 cos sini     

Тогда  4 2 2
1 cos sin

4 4
k k

z i
    

  , 0, 1, 2, 3k  . 

При 0k   получим 0
2 2

cos sin
4 4 2 2

z i i
 

    . 

При 1k   получим 1
3 3 2 2

cos sin
4 4 2 2

z i i
 

     . 

При 2k   получим 2
5 5 2 2

cos sin
4 4 2 2

z i i
 

     . 

При 3k   получим 3
7 7 2 2

cos sin
4 4 2 2

z i i
 

    . 

Ответ. 
2 2

2 2
i , 

2 2
2 2

i  , 
2 2

2 2
i  , 

2 2
2 2

i . 

Замечание. Корни n -й степени из комплексного числа  

на комплексной плоскости располагаются на окружности радиуса n r  в верши-

нах правильного n -угольника. 

 

 

0z  0w

r 





 cos sinz r i  
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5. Подмножества комплексной плоскости 

В комплексном анализе важно уметь находить и изображать на комплексной 

плоскости ее подмножества, заданные аналитически. Главным рецептом 

при решении такой задачи можно считать переход в аналитической записи ис-

комого подмножества от z  к декартовым координатам  Re , Imx z y z   или 

к полярным координатам  , argr z z  . Часть границы, принадлежащая 

множеству, изображается сплошной линией, не принадлежащая – пунктиром. 

Пример. Изобразите множества: 1)  Re 0, 0 Im 2z z    ;  

2)  0 2z  ; 3)  1 1 , 0 arg 1
2

z i e z i
 

        
 

;  

4)  4z i z i    ; 5) 
1 1

Im
2z

 
 

 
; 6) 0 arg

2

i z

i z

 
  

 
.  

Решение.  

1) Перейдем к декартовым координатам, изобразим сна-

чала границы множества    Re 0 0z x   , 

   Im 2 2z y    ,    Im 0 0z y   .  

Искомым множеством будет, очевидно, полуограничен-

ная справа полоса, включающая верхнюю часть границы 

без угловой точки (рис. 61). 

2) Границами множества будут (в полярных координа-

тах)  0r   – точка 0,  2r   – окружность с центром в нуле 

и радиусом 2.  

Само множество – ограниченный ею круг с выколотой 

точкой 0 и без границы (рис. 62). 

3) Модуль разности двух чисел геометрически означает 

расстояние между ними на комплексной плоскости. Поэто-

му множество  0z z R   – это окружность с центром 

в точке 0z  и радиусом R .  

Множество  0 0arg z z    – луч с началом в точке 0z  

(но без этой точки), составляющий угол 0  с положитель-

ной полуосью оси x .  

В итоге получаем часть кольца с центром в точке 1 i  , 

внутренним радиусом 1 и внешним e. Та часть границы, которая соответствует 

строгому неравенству, искомому множеству не принадлежит (рис. 63). 

Рис. 61 

Рис. 62 

Рис. 63 
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4) Границей данного множества является кривая 

4z i z i    . Геометрически это означает, что сумма рас-

стояний от точки кривой то точек i  и i  равна 4.  

Это эллипс. Само множество – внешность эллипса 

без границы (рис. 64). 

5) Изобразим кривую 
1 1

Im
2z

 . Пусть z x iy  . Тогда 
2 2

1 1
Im

2

y

z x y


 


.  

Это уравнение преобразуется в уравнение окружности  
22 1 1x y   , 

с центром в точке 0z i   (т.к. ее координаты  0; 1 ) и единичным радиусом.  

Точку 0 надо отбросить, т.к. на 0 делить нельзя. 

В данном случае не очевидно, внешность или внутренность 

окружности надо взять в качестве искомого множества.  

Для выяснения этого возьмем любую точку, не лежащую 

на окружности. Например, точку : .  

Точка внутри круга не лежит в искомом множестве. Зна-

чит, этим множеством является внешняя по отношению 

к окружности часть плоскости с границей, но без точки 0 

(рис. 65). 

6) Сразу оговоримся, что точки ,i i  искомому множест-

ву принадлежать не могут, т.к. на нуль делить нельзя, а ар-

гумент нуля не определен. Пусть 
i z

w
i z





. Неравенства 

0
2

w


   задают первую четверть плоскости. Следователь-

но, они равносильны неравенствам Re 0w  и Im 0w . 

Пусть z x iy  . Тогда 
  

 
22 1

i x iy x i iyi x iy
w

i x iy x y

    
  

     

2 2

22

1 2

1

x y xi

x y

   

 
.  

 

2 2

22

1
Re

1

x y
w

x y

 


 
, 

 
22

2
Im

1

x
w

x y


 
. 

Упомянутые выше неравенства превращаются в 2 2 1x y   и 0x  . Первое 

из них задает круг с центром в точке 0 и радиусом 1, второе – правую полу-

плоскость. В итоге получаем правую половину указанного круга с границей без 

точек ,i i  (рис. 66). 

z i 
1 1

Im Im 1
2

i
i
  



Рис. 64 

Рис. 66 

Рис. 65 
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В тех задачах, где по изображенному на комплексной плоскости множеству 

надо найти его аналитическую запись, действовать надо в обратном порядке: 

сначала задаем множество через декартовые или полярные координаты, 

а от них переходим к переменной z . 

Пример. Запишем изображенные на рис. 67–69 множества аналитически.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1) Множество, изображенное на рис. 67, – прямоугольник, ограниченный 

прямыми 1, 2, 0,x x y y     , стороны которого в само множество не вхо-

дят, т.е. 1 2, 0x y     .  

Его можно записать в виде  1 Re 2, 0 Imz z     . 

2) На рис. 68 изображена часть кольца с центром в точке 0, внутренним ра-

диусом 2 и внешним радиусом 3, без границы. Его можно записать в виде 

 2 3z  . Множеству принадлежит только часть кольца выше прямой 1y    

с нижней частью границы без точек пересечения с окружностями  Im 1z   . 

Окончательный ответ:  2 3, Im 1z z    . 

3) Границей множества, изображенного на рис. 69, является часть оси y  и 

часть окружности с центром в точке 2 i  радиусом 5  (т.к. проходит через на-

чало координат). Само множество лежит справа от оси y , не включая ее, т.к. 

она изображена пунктиром  Re 0z  , и вне круга, включая часть окружности, 

т.к. она изображена сплошной линией  2 5z i   .  

Верхняя точка пересечения границ не принадлежит множеству, нижняя 

принадлежит, т.к. они изображены соответствующим образом.  

6. Полярная система координат 

На плоскости мы можем ввести не только декар-

товую систему координат. Использование других 

систем координат объясняется тем, что уравнение ли-

нии при этом может оказаться более простым. 

Рассмотрим полярную систему координат. Выбе-

рем на плоскости точку О, проведем луч ОА и укажем 

Рис. 67 Рис. 68 Рис. 69 

1

2

3

О АЕ

Рис. 70 

М
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масштабную единицу ОЕ (рис. 70). Положительным поворотом вокруг точки О 

будем считать поворот против часовой стрелки. Точка О называется полюсом, 

луч ОА – полярной осью. 

Пусть M – произвольная точка плоскости. Обозначим  и назовем 

полярным радиусом. Угол , на который нужно повер-

нуть полярную ось до совпадения с лучом OM, назовем 

полярным углом. Числа  и  называют полярными ко-

ординатами точки M и пишут .  

Например, на рис. 71 изображена точка  

в полярной системе координат. 

По определению полярного радиуса . Полярный угол определяется не-

однозначно, с точностью до слагаемого, кратного . Выберем то значение по-

лярного угла, которое удовлетворяется неравенству  и назовем его 

главным значением. В полюсе значения  можно брать произвольно. 

Пример. Составьте уравнение окружности радиуса R с центром в точке О 

в полярной системе координат. 

Решение. Пусть M – произвольная точка окружности. Выберем полярную 

систему координат с полюсом в центре окружности. Ясно, что , а по-

тому уравнение окружности в выбранной системе координат имеет вид . 

Установим взаимосвязь между полярными коор-

динатами точки и ее декартовыми координатами. 

Выберем на плоскости две системы координат: де-

картовую Oху и полярную, так, чтобы совпадали по-

лярный полюс с началом декартовой системы коор-

динат, а полярная ось с положительной полуосью 

оси абсцисс (рис. 72). 

Пусть х и у – декартовые, а  и  – полярные 

координаты точки M. Из рис. 72 видно, что 

,  и  

, ,  

при . 

При  вместо  и  можно записать 

. 

Запишем все возможные случаи нахождения главного значения полярного 

угла в следующей формуле: 
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Пример. Известны декартовые координаты точки M(–1;1). Найдите её по-

лярные координаты. 

Решение. Выберем полярную систему координат так, как указано выше. То-

гда . Т.к. , то  

. 

Таким образом, . 

Контрольные вопросы 

1. Что называется комплексным числом? Что такое действительная и мни-

мая части комплексного числа? 

2. Как вычислить сумму и произведение двух комплексных чисел? 

3. Как записать комплексное число в алгебраической форме? 

4. Как производится операция деления комплексных чисел, записанных 

в алгебраической форме? 

5. Приведите геометрическую интерпретацию комплексного числа. Изобра-

зите на одном чертеже комплексную плоскость, комплексное число, действи-

тельную и мнимую части, аргумент и модуль комплексного числа. 

6. Приведите формулы для нахождения модуля и главного значения аргу-

мента для комплексного числа, записанного в алгебраической форме. 

7. Выпишите тригонометрическую и показательную формы записи ком-

плексного числа. 

8. Как производятся операции умножения, деления и возведения в степень 

комплексных чисел, записанных в тригонометрической форме? 

  

arctg , если 0;
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